
This is a digital copy of a book that was preserved for générations on library shelves before it was carefully scanned by Google as part of a project 
to make the world's books discoverable online. 

It has survived long enough for the copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 
to copyright or whose légal copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 
are our gateways to the past, representing a wealth of history, culture and knowledge that' s often difficult to discover. 

Marks, notations and other marginalia présent in the original volume will appear in this file - a reminder of this book' s long journey from the 
publisher to a library and finally to y ou. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we hâve taken steps to 
prevent abuse by commercial parties, including placing technical restrictions on automated querying. 

We also ask that y ou: 

+ Make non-commercial use of the files We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use thèse files for 
Personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain from automated querying Do not send automated queries of any sort to Google's System: If you are conducting research on machine 
translation, optical character récognition or other areas where access to a large amount of text is helpful, please contact us. We encourage the 
use of public domain materials for thèse purposes and may be able to help. 

+ Maintain attribution The Google "watermark" you see on each file is essential for informing people about this project and helping them find 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it légal Whatever your use, remember that you are responsible for ensuring that what you are doing is légal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countries. Whether a book is still in copyright varies from country to country, and we can't offer guidance on whether any spécifie use of 
any spécifie book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search means it can be used in any manner 
any where in the world. Copyright infringement liability can be quite severe. 

About Google Book Search 

Google's mission is to organize the world's information and to make it universally accessible and useful. Google Book Search helps readers 
discover the world's books while helping authors and publishers reach new audiences. You can search through the full text of this book on the web 



at jhttp : //books . qooqle . corn/ 




A propos de ce livre 

Ceci est une copie numérique d'un ouvrage conservé depuis des générations dans les rayonnages d'une bibliothèque avant d'être numérisé avec 
précaution par Google dans le cadre d'un projet visant à permettre aux internautes de découvrir l'ensemble du patrimoine littéraire mondial en 
ligne. 

Ce livre étant relativement ancien, il n'est plus protégé par la loi sur les droits d'auteur et appartient à présent au domaine public. L'expression 
"appartenir au domaine public" signifie que le livre en question n'a jamais été soumis aux droits d'auteur ou que ses droits légaux sont arrivés à 
expiration. Les conditions requises pour qu'un livre tombe dans le domaine public peuvent varier d'un pays à l'autre. Les livres libres de droit sont 
autant de liens avec le passé. Ils sont les témoins de la richesse de notre histoire, de notre patrimoine culturel et de la connaissance humaine et sont 
trop souvent difficilement accessibles au public. 

Les notes de bas de page et autres annotations en marge du texte présentes dans le volume original sont reprises dans ce fichier, comme un souvenir 
du long chemin parcouru par l'ouvrage depuis la maison d'édition en passant par la bibliothèque pour finalement se retrouver entre vos mains. 

Consignes d'utilisation 

Google est fier de travailler en partenariat avec des bibliothèques à la numérisation des ouvrages appartenant au domaine public et de les rendre 
ainsi accessibles à tous. Ces livres sont en effet la propriété de tous et de toutes et nous sommes tout simplement les gardiens de ce patrimoine. 
Il s'agit toutefois d'un projet coûteux. Par conséquent et en vue de poursuivre la diffusion de ces ressources inépuisables, nous avons pris les 
dispositions nécessaires afin de prévenir les éventuels abus auxquels pourraient se livrer des sites marchands tiers, notamment en instaurant des 
contraintes techniques relatives aux requêtes automatisées. 

Nous vous demandons également de: 

+ Ne pas utiliser les fichiers à des fins commerciales Nous avons conçu le programme Google Recherche de Livres à l'usage des particuliers. 
Nous vous demandons donc d'utiliser uniquement ces fichiers à des fins personnelles. Ils ne sauraient en effet être employés dans un 
quelconque but commercial. 

+ Ne pas procéder à des requêtes automatisées N'envoyez aucune requête automatisée quelle qu'elle soit au système Google. Si vous effectuez 
des recherches concernant les logiciels de traduction, la reconnaissance optique de caractères ou tout autre domaine nécessitant de disposer 
d'importantes quantités de texte, n'hésitez pas à nous contacter. Nous encourageons pour la réalisation de ce type de travaux l'utilisation des 
ouvrages et documents appartenant au domaine public et serions heureux de vous être utile. 

+ Ne pas supprimer V attribution Le filigrane Google contenu dans chaque fichier est indispensable pour informer les internautes de notre projet 
et leur permettre d'accéder à davantage de documents par l'intermédiaire du Programme Google Recherche de Livres. Ne le supprimez en 
aucun cas. 

+ Rester dans la légalité Quelle que soit l'utilisation que vous comptez faire des fichiers, n'oubliez pas qu'il est de votre responsabilité de 
veiller à respecter la loi. Si un ouvrage appartient au domaine public américain, n'en déduisez pas pour autant qu'il en va de même dans 
les autres pays. La durée légale des droits d'auteur d'un livre varie d'un pays à l'autre. Nous ne sommes donc pas en mesure de répertorier 
les ouvrages dont l'utilisation est autorisée et ceux dont elle ne l'est pas. Ne croyez pas que le simple fait d'afficher un livre sur Google 
Recherche de Livres signifie que celui-ci peut être utilisé de quelque façon que ce soit dans le monde entier. La condamnation à laquelle vous 
vous exposeriez en cas de violation des droits d'auteur peut être sévère. 

À propos du service Google Recherche de Livres 

En favorisant la recherche et l'accès à un nombre croissant de livres disponibles dans de nombreuses langues, dont le français, Google souhaite 
contribuer à promouvoir la diversité culturelle grâce à Google Recherche de Livres. En effet, le Programme Google Recherche de Livres permet 
aux internautes de découvrir le patrimoine littéraire mondial, tout en aidant les auteurs et les éditeurs à élargir leur public. Vous pouvez effectuer 



des recherches en ligne dans le texte intégral de cet ouvrage à l'adresse |http : //books .qooqle . corn 



r^iwp» 




TRAITE ÉLÉMENTAIRE 



DES SÉRIES. 



PARIS. — TYPOGRAPHIE HENNUYER, RUE DU BOULEVARD DES BATIGNOLLES, 7. 



TRAITÉ ELEMENTAIRE 



DES SÉRIES 



PAR 



EUGÈNE CATALAN 



AUCUN ÉLETB DE L'ÉCOLB POL YTBCHHIQUB , DOCTBUft ES SCIENCES, A«BB«É DE L'UNITEBSITÉ, 

HBMBftB DE LA SOCIÉTÉ PMLOMATH1QUB , 

COEBESPONDAltT DBS ACADÉMIES DBS SCIENCES DE TOULOUSE, LILLE, LIEGE, 

ET DE LA SOCIÉTÉ D'AeUCULTUBE DB LA MAEinL 



PARIS 

I.IBSAIRII CBITKAL1 BBS SOIBKOII 

LEIBER ET FARAGUET, 

Rue de Seine» !•• 

1860 



/fi. W. Sê % 




AN .V X\\ 



TABLE DES MATIÈRES. 



Pages. 

Avant-propos vu 

CHAPITRE I. Préliminaires i 

CHAPITRE IL Théorèmes sur la convergence 3 

Théorèmes généraux 3 

Règles de convergence 8 

Autres règles de convergence 21 

Des séries à termes croissants et décroissants 27 

Des séries imaginaires 30 

CHAPITRE III. Sommation de quelques séries 36 

CHAPITRE IV. Application des quadratures a la sommation des séries.. 48 

Formules approximatives 48 

Applications > 33 

Digression sur les séries divergentes 37 

CHAPITRE V. Développements en séries. 60 

Théorème de Taylor 61 

Série de Mac-Laurin 64 

Applications des théories précédentes 63 

Séries récurrentes 72 

Applications 74 

Recherche du développement d'une fonction, au moyen du 

développement de la fonction dérivée 81 

Application 82 

CHAPITRE VI. Sommation des séries 88 

Première méthode 89 

Applications 89 

Deuxième méthode 97 

Applications 97 

Troisième méthode 117 

Applications 117 

Quatrième méthode 118 

Applications 119 



VI TABLE DES MATIÈRES. 

Pagei. 

CHAPITRE VII. Transformations de séries 421 

Transformations de première espèce 421 

Applications , 123 

Transformations de seconde espèce . . 126 



PIN ME LA TABLE. 



AVANT-PROPOS. 



« Dans ces derniers temps, le développement des fonctions 
en séries a beaucoup occupé les géomètres; on ferait un ou- 
vrage considérable, si Von se proposait de rassembler tout ce 
qu'ils ont écrit sur ce sujet. » 

Ces paroles d'un savant célèbre expliquent, mieux que je ne 
le pourrais faire, les omissions nombreuses de ce Traité élé- 
mentaire des séries : mon unique désir étant d'être utile aux 
jeunes gens peu familiarisés avec l'Analyse infinitésimale, en 
leur rendant accessible l'une des théories les plus fécondes et 
les plus délicates des Mathématiques, j ai dû passer sous silence 
tout ce qui suppose, chez le lecteur, une connaissance assez 
approfondie du Calcul différentiel et du Calcul intégral; par 
exemple, les séries de Lagrange, d'Euler, de Fourier; les tra- 
vaux dans lesquels Legendre, Poisson, Binet, Cauchy, Dirichlet, 
Malmstein et tant d'autres géomètres ont appliqué les intégrales 
définies à la sommation des séries ; etc. 

Malgré ces lacunes regrettables, on s'assurera aisément, en 
parcourant les cent trente-deux pages composant cet opuscule, 
qu'il renferme beaucoup plus de choses qu'on ne serait, au pre- 



VIH AVANT-PROPOS. 

mier abord, tenté de le croire. Si, comme j'ose l'espérer, il est 
favorablement accueilli par les Géomètres, les Professeurs et 
les Élèves, j'essayerai peut-être, quelque jour, de réaliser le 
programme, ou plutôt le vœu formulé par le savant et respeo- 
table Lacroix. 

Paris, 15 février 4860. 
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CHAPITRE L 

PRÉLIMINAIRES. 

1. Définition. On appelle série une suite indéfinie de termes pro- 
cédant suivant une loi déterminée. 

D'après cette définition, Ton doit toujours pouvoir calculer un terme 
de rang donné, soit directement, soit au moyen des termes qui le 
précèdent (*). Autrement dit, si les termes d'une série sont dési- 
gnés par 

Wj, **1» **3t ••••• Uftf ••••• 

le terme général u n est fonction de n. 

2. Diverses espèces de séries. Désignons par S„ la somme des 
n premiers termes d'une série, savoir : 

S n =« 1 4-t* 1 4-tt 3 + +u n . 

Cette somme, aussi bien que u tt% est une fonction de n. Cela posé, 
trois cas peuvent se présenter : 

1° Si la somme S„ des n premiers termes tend vers une limite finie 
et déterminée S, lorsque le nombre n croit indéfiniment, la série est 
dite convergente; 

2° Dans le cas contraire, c'est-à-dire quand la somme S„ peut 

(*) Par exemple, le vingt-neuvième terme de la progression 

3, 7, il, 15, 

peut être obtenu, sok directement, au moyen de la formule «»=3+4(n-l), soit par 
des addition* successives. 



2 TRAITÉ ÉLÉMENTAIRE DES SÉRIES. 

crotlre (en valeur absolue) au delà de toute limite, on dit que la série 
est divergente ; 

3° En6n, s il arrive que la tomme S n , sans croître au delà de toute 
limite, na/it paê de limite déterminée, la série n'est ni convergente ni 
divergente : on peut lui donner le nom de série indéterminée (*). 

3. D'après ces définitions, une progression par quotient, illimitée 
et décroissante, est une série convergente; une progression par quo- 
tient, illimitée et croissante, est une série divergente; enfin la pro- 
gression 

+1, —1, +1, —1, +1, ..., 

dont le terme général est ( — l) n *~\ constitue une série indéterminée; 
car S n égale 1 ou 0, suivant que n est impair ou pair. 

4. Les séries convergentes sont les seules qu'il soit utile de consi- 
dérer, parce que les autres séries ne peuvent représenter aucune quan- 
tité (**). Il est donc nécessaire de savoir reconnaître si une série 
proposée est convergente ou non convergente. C'est à quoi l'on par- 
viendra, presque toujours, en appliquant les règles démontrées dans 
le chapitre suivant. 

(*) La plupart des auteurs font rentrer cette troisième espèce de série dans la caté- 
gorie des séries divergentes. Cette classification nous paraît contraire à l'étymologie et à 
la signification habituelle du mot divergent. La dénomination de série indéterminée a été 
proposée par M. L. Olivier {Journal de Crelte, t. II). 

(*•) Il y a plus; les expressions : limite d'une série, somme d'une série, n'ont évidemment 
aucun sens, lorsque la série n'est pas convergente. On peut donc s'étonner que de savants 
géomètres aient énoncé les propositions suivantes ! 

1 — 1-*- 1 — 1-H i — 1-f- = - (Lacroix, Calcul intégral, t. III, p. 346) ; 

1—24-3— 4+5— 64- = -(/&d.)i 

1-1.24-1.2.3— 1.2.3.44- . =0,4036*836 (/ta*., p. 300); 

cos cp— cos 2<p4-cos 3<p— cos 4<p-h = - ( Poisson , Journal de l'École polytechnique, 

t. XI, p. 313); 

2 
1-14- 1—1+ 1—14- =-(Prebn,/.<kCr«Jte,t.XLI); 

lî_2«-f-3*— 424-52.- 6H- =0 (Sfraonof, Mémoire sur les séries des nombres 

aux puissances harmoniques); 
etc. 



CHAPITRE IL 

THÉORÈMES SUR LA CONVERGENCE. 

Théorèmes généraux. 

5. Théorème I. Dans toute série convergente, le terme général a 
pour limite zéro. 

Démonstration. Désignons par S ta limite vers laquelle tend la 
somme S n des n premiers termes, et par R„ le reste de la série; en 
sorte que 

Changeant n en n — 1 , nous aurons 

S n-i+R»-l = S. 

Ces deux égalités, retranchées membre à membre, donnent 

Un+Rn—R^zzzO. 

Mais, lorsque n croit indéfiniment, les restes R„, R, 2 _, tendent vers 
zéro ; donc 

Hmu n =zOn. 

6. Théorème II. Dans toute série convergente, la somme d'un 
nombre quelconque de termes consécutifs a pour limite zéro. 

Démonstration. Conservant les notations du numéro précédent, 
représentons par S n+p la somme des n+p premiers termes ; noirs 
aurons 

S«+Rn= S, S rt+P + R n+p = S. 
Ces deux équations donnent 

NfM-i+«W2+ + u nHl ,4-R„- i -p— R»=Q; 

(*) Il est bon de remarquer, à propos de cette proposition fondamentale, que la con- 
vergence ne dépend pas des premiers termes : la série 

1010* 10» 



i 1.8 1.Ï.8 
dont les termes, abstraction faite du signe, vont d'abord en augmentant, est convergente. 
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puis, si le nombre n croît indéfiniment, 

lim (u, J+1 4-ti* + 3+ +t*iM-p)=°- 

7. Remarques. I. L'énoncé et la démonstration du dernier théo- 
rème supposent que le nombre p des termes consécutifs est constant : il 
peut, d'ailleurs, être aussi grand qu'on le veut (*). 

II. Les théorèmes précédents expriment deux conditions aux- 
quelles satisfont toutes les séries convergentes. Conséquemroent, toute 
série qui n'y satisfait pas ne saurait être convergente. Nous démon* 
trerons plus loin que ces conditions, nécessaires, sont loin d'être 
suffisantes (**). 

KL Le second théorème est une conséquence du premier ; car si des 
quantités, en nombre limité, tendent chacune vers zéro, leur somme a 
pour limite zéro. Il résulte de là que si les termes d'une série, conver- 
gente ou divergente, ont pour limite zéro, on en peut toujours trouver 
p consécutifs dont la somme soit inférieure à un nombre donné â. 

En effet, pour satisfaire à l'inégalité 

(*) On verra tout à l'heure que, sous une certaine condition, le nombre p peut être va* 
riable et indéfiniment croissant. 

(••) C'est donc par inadvertance que, dans un fort bou Traité de Calcul différentiel, 
on a énoncé et démontré la proposition suivante : 

« Pour qu'une série soit convergente, la condition nécessaire et suffisante consiste en ce 
que la somme d'un nombre quelconque de termes au delà du n«, u n , soit aussi petite que Von 
voudra y si n est suffisamment grand. » 

Celle proposition fausse, que Ton retrouve dans la plupart des Traités d'Algèbre au de 
Calcul différentiel, a été énoncée d'abord, chose extraordinaire! par réminent géomètre 
à qui l'on doit les premières recherches sur la convergence des séries. On lit, en effet, 
dans les Exercices de Mathématiques (t. H, p. 291) : 

« D'après ces principes, pour que la série soit convergente, il est nécessaire et il suffit 
que les valeurs des sommes 

Sn> S n +i, Sn+i, 

correspondantes a de très-grandes valeurs de n, diffèrent très-peu les unes des autres, 
ou, en d'autres termes, il est nécessaire et U suffit que la différence 

3n+m— Jn=ttn-httn-H-f- "+■ Wn-Hn-l 

devienne infiniment petite, quand on attribue au nombre n une valeur infiniment grande, 
quel que soit d'ailleurs le nombre entier représenté par m. » 

Nous avons souligné ce qui (si nous avons bien compris les paroles de l'illustre auteur) 
constitue la proposition fausse dont nous parlions tout à l'heure. 



CHAPITRE II THÉORÈMES SUR Là CONVERGENCE. 5 

dans laquelle tous les termes sont supposés positifs, il suffit de rendre 
chacune des parties du premier membre moindre que - (*). 

IV. Il y a cette différence entre les séries convergentes et les séries 
divergentes, que, dans toute série convergente, la somme de p termes 
consécutifs tend vers une limite, quand le nombre p augmente indéfi- 
niment, et que, dans les séries divergentes, cette somme croît indéfi- 
niment avec p, quel que soit le rang du premier des termes considérés» 
Ces deux propriétés, que l'on pourrait regarder comme évidentes, ré- 
sultent, très-simplement, des principes précédents. 

En effet, si la série est convergente, on a 

S«+ p — S„ + Ra+p — R„= ; 

puis, en supposant n constant et p variable, 

Km(S tt+p — S tt )— R„ = 0, 
ou lim{S n + p —S tt ) = S—S tt . 

Au contraire, la série étant divergente, la somme S^p peut dépasser 
toute limite ; et il en est évidemment de même pour (S n+p — S„) (**). 

8. THÉORJnm III. Dans toute série convergente, la somme d'un 
nombre indéfiniment grand (***) de termes consécutifs tend vers zéro, 
lorsque le rang du premier de ces termes augmente indéfiniment. 

Démonstration. Dans l'équation 

(u n + 1 +u, H _ 2 -4- +M w+ p)+Rm-p— R»=0, 

supposons que p soit une fonction de n, qui devienne infinie avec 
cette variable. Nous aurons, en passant à la limite, 

lim (tVM+H«4*+ + w«- H ,)=0, 

absolument comme dans le cas où p était supposé constant (6). 



(*) Dans la plupart des cas, les termes de la série vent en décroissant, du moins à 
partir de l'an d'eux. S'il en est ainsi, l'inégalité ci-dessus sera vérifiée dès que Ton aura 

F 

(**) Toujours en supposant n constant. 

(**") Indéflmtnmt grand signifie ici : qui croît indéfiniment. 
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9. Remarque. Cette proposition , beaucoup plus générale que le 
Théorème H, n'exprime pourtant pas une propriété qui appartienne 
exclusivement aux séries convergentes. Pour le montrer sur un exem- 
ple simple, considérons la série divergente 

iiT+sS+lIÏ 4 " "*"(n-M)J(n-H)~*" ( )• 

En supposant $>==**, flous aurons 

i i 

S^p— S n = (n+2) j (n+2) 4- + ( 2n +1)/(2n+l)- 

Tous les termes du second membre sont moindres que -7- ; doné 



nln : 



S w+p — S w <-; 



et, conséquemment, lim (S IH _ p — S„) = 0. 

Ainsi, la somme d'un nombre indéfiniment grand de termes consécutifs 
peut avoir pour limite zéro, sans que la série soit convergente (**). 

10. Théorème TV. Si les termes d'une série sont, en valeur absolue, 
respectivement moindres que ceux d'une série convergente dont tous les 
termes ont même signe, la première série est convergente. 

Démonstration. Décomposons la somme S n des n premiers termes 
de la série convergente en deux parties a n , b n ; a n représentant l'en- 
semble des termes correspondant aux termes positifs ie la première 
série, et b„ la somme de ceux qui correspondent aux termes négatifs 
de celle-ci. Désignons par S'„, d ny b' n les quantités analogues, rela- 
tives à la première série. Nous aurons 

S'„ = a n — b' n , S n = a n + b n . 

La seconde série étant convergente, les sommes positives crois- 
santes a n9 b n ont des limites «, (3 ; donc les sommes positives crois- 
santes a' n , b' n , respectivement moindres que les premières, ont des 
limites d, j3'; et la somme S'„ a pareillement une limite, égale à 

«'— 13\ 

{*) Voir plus loin, n° 29. 

(*') Celle proposition justilie ce que nous avons dit ci-dessus (n° 7}. 
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il. Remarquée. I. Il est évident que le même théorème subsiste 
lorsque les termes de la première série sont égaux à ceux de la se- 
conde, respectivement multipliés par des quantités positives ou néga- 
tives quelconques, mais finies. 

IL Si la série convergente donnée n'avait pas ses termes de même 
signe, la proposition pourrait être en défaut : en effet, la différence 
a n — b n peut avoir une limite, bien que les sommes a n , b n croissent 
indéfiniment (*). 

12. Applications* I. La série 

!..«.!- ! i . i i 

"^ï " r 4.2~ r 4.2.3 "T" " r "i,2.3...(n-4)^ 

dont les termes, à partir du quatrième, sont respectivement moin- 
dres que ceux de la progression 






est convergente (**). 
IL La série 

i~ im l.*'* m i.È.* m * m 1.2.3... (»-l) ^ 

est convergente (***). 

III. La série 

t . a+c , (q+c)(2q+o) . (q^^^j^a+c) 
"^ 6+c" 1- (6+c) (26+cj "*" " 1 "(6+c)...(S=l6-hc)" h ' 

datt5 laquelle a, b, c «ont des quantités positives, est convergente si a 
est inférieure à b. Dans le cas contraire, eî/e est divergente. 



(*) Par exemple, ainsi qu'on le verra plus loin, la série 
est convergente, et la série 



- 111,111 



îiiiiii 

i + ï + ï + ï + i + T + ï + 

est divergente. 

(**) La somme de cette série, ordinairement désignée par la lettre e, est la base des 
logarithmes népériens. 

(•*•) Elle a pour somme -, 
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En effet, dans le premier cas, les termes sont, à partir du troi- 
sième! respectivement moindres que ceux de la progression décrois- 
sante 

*+s+p'+ +mr+ o. 

etc- 

Règles de oonvergenoe. 

13. Théorème V. Une série est convergente si, à partir d'un certain 
rang, le rapport d'un terme au terme précédent, pris en valeur absolue, 
est constamment inférieur à un nombre donné, moindre que l'unité* 

Démonstration. D'après le Théorème IV, il surfit de considérer le 
cas où tous les termes sont positifs. Or, si l'on a 

~r-~<.«i - — -v*a, 9 - <s.«> t 

«» «»+i Un+p-l 

a étant une constante positive, inférieure à l'unité, il en résulte que 
les termes 

Wn+i, tl R+2 , , UjH-pt 

sont respectivement moindres que les termes de la progression dé- 
croissante 

***?!» a tt m » ^tyi» 

Et comme cette progression forme une série convergente, il en est 
de même pour la série proposée. 

14. Remarques. I. Ordinairement ce théorème peut être énoncé 
ainsi : Une série est convergente, si le rapport d'un terme au terme 
précédent, pris en valeur absolue, tend vers une limite moindre que 
Yunilé. 

II. Cependant la première proposition est plus générale que la 

seconde : il peut arriver, en effet, que le rapport ^^ n'ait pas de 



(•) A cause de 



na-f-c a+c 
nb+e < b + c 
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limite déterminée. C'est ce qui a lieu , par exemple, pour la série 

sip'y , gin'ysin^y -jJfc*-i stnVin , gy...gin , fi ? 
l+ftcos»?" 1 " (i+kcosv f )(l+kcùs*2i f )~ 1r "*" (i+ kco* t <?)...{i+kcos*n<i) '*" 

dans laquelle on suppose 

0<fc<l, 0<Ç<7T. 

Cette série est convergente, car le rapport 

tt*+i_. 8ip , (n4-l)<p 

u« 4+*COS*(lH-l)ç 

est intérieur à k (*). 

III. Si tous les termes ont même signe, et que le rapport ^±i> ait 
pour limite ï unité, la série pçut être divergente (**). 

IV. En conservant les notations précédentes, et en supposant tous 
les termes positifs, on a 

En effet, les inégalités 

"n+iOWm w n+2 <a , ti w » tt«+i<«\ 

donnent 

Rn<«Un{l + *+a*+ ); 

etc. 
15. Applications. I. La série exponentielle 

est convergente, quel que soit x (***). 
En effet, 

Un n 



(•) Excepté pour les valeurs de n qui donneraient sin* (*»-M ) * = l. Mais, dans ce cas, 
Tare ? serait commensurable avec la circonférence; et, à cause de sin (»n-f 2)<p=0, la 
série se réduirait à un polynôme. 

(**) Ceci sera prouvé plus loin. 

(***) La somme de celle série est e*. 
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H. La série logarithmique 



CD CD 1 X* X n 

4 ^2 ^ 5 ^ T » T " 



e*l convergente pour toutes les valeurs de x comprises entre H-l *t — 1 . 
Effectivement, 

donc, en valeur absolue, 

Um^<l f). 

Un ^ W 

III. La série du binôme 



e$l convergente lorsque la variable x est comprise entre +1 «I — 1 • 
Dans ce cas, 

m«+i m— n-M n— m — 1 

donc 

Km îîî!±î = _ a . ; 

et, en valeur absolue, 

16. Théorème VI. Une série 

Wi + U 2 + M 8 + + U n + 

es* convergente ou divergente, suivant que la valeur absolue de ^u n 
tend vers une limite A inférieure ou supérieure à V unité. 

Démonstration. Soit a une quantité comprise entre 1 et A. Dans 

(*) On verra plus loin que cette série est convergente pour a;=— 1 , divergente pour 

(**) Cette série, développement de (l-f-a?)»», est encore convergente lorsque a?=±l, 
m étant positif, ou lorsque a?=l, m étant compris entre et —1 (Comptes rendtu de 
l'Académie des sciences, 26 octobre 1857). 
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le premier cas, à partir d'une certaine valeur den, on aura (toujours 
en valeur absolue) 

u„<« n f n» l+ i<rf M - 1 , «*+!<*"*, ; 

donc la série est convergente (Théor. III). 

Dans le second cas, les termes de la série pourront être rendus 
constamment plus grands que ceux d'une progression croissante; 
donc, etc. 

17. Application. La série 

^Pf-ÊS")'* +fcSM'+ 



est convergente ou divergente, suivant que x est, en valeur absolue, 
inférieur ou supérieur à Yunité (*). 
On a effectivement 

limyu n —x. 

18. TfftoaàMK VII. Si les termes âéeroissemindtfimment, et qu'ils 
soient alternativement positifs et négatifs, la série est convergente. 
Démonstration. Soit la série 

«1— «î+U,-- U 4 + + Un _ i —U n +U n + l — 

dans laquelle nous supposons 

"i>«î>«3> >M n _ 1 >u n >ti n+1 > >0 (**), 

et, en outre, 

limu n = 0. 



(*) On suppose a positif, on au moins négatif non entier. 

(**) Si les premiers termes ne satisfaisaient pas à ces conditions, on représenterait par 
u t le terme à partir duquel, la série devenant régulière, elles sont vériflées. Par exemple, 
dans le cas de la série 

10 10* 10» . 



i 1.2 1.2.3 
citée pins baut (5), on ferait 



10 1 » 10*1 10 10* 

r» «a-r^-S TT^Tt^t* U * = 7T7Ï U *> etc. 



1.2.3. ..10' * 1.2.3. ..11 11 " 11.12 
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Si, pour fixer les idées, nous supposons n pair, nous aurons : 

S 1 = M 1 , 

S 3 =(fi— u % )+u $ =u t — {u t — U 8 ), 

S 4 =(«l— « 8 )+(«3— W4)=«l— («»— W 8 )— M 4 » 

S n =(w t — u,)+(th— y,)+ +(*„_.,—«„), 

=u t — (u,— ti 8 )— (u 4 — u s )— — (tt„_ 2 — !*„_,)— u n . 

Ainsi, les sommes de rang impair vont en diminuant, et les autres 
vont en augmentant. D'ailleurs, la différence 

a pour limite zéro ; donc ces diverses sommes ont une limite commune 
S, comprise entre deux sommes consécutives quelconques. 

19. Remarques. I. Si les termes, alternativement positifs et né- 
gatifs, et décroissants, tendaient vers une limite > différente de zéro, 
la série serait indéterminée* En effet, les sommes S t , S 3 , S 6 , ... S n _ t 
iraient encore en diminuant, et les sommes S s , S 4 , ..., S w , respec- 
tivement moindres que les premières, iraient encore en augmentant ; 
en sorte que les unes et les autres auraient des limites. Mais, à 
cause de lim u B = lim (S».!— 8,,)= A , 

on aurait lim S n _ t — lim S„ = A. 

Ainsi, la limite des sommes de rang impair serait égale à la limite 
des sommes de rang pair, augmentée de A (*). 



O Soit la série 



2 3 4 5 2tt 2n+l 

1 2 3 4 2n-l 2n ^ 



auquel cas Wmu«=l. 

. /2 3\ /4 5\ , / 2n 2n-hl\ 

=3 1.2 + 3.4 4 " ~*"(2»— l)2n 

^ 2 + i~4 + + 2n-l 2fi ; 

donc KmSn = ». 



CHAPITRE IL — THÉORÈMES SUR LA CONVERGENCE. 13 

20. Théorème VIII. Les mimes choses étant posées que dans le 
Théorème VII, terreur c que ton commet en prenant la somme S n , au 
lieu de sa limite S, est inférieure au terme u n+1 qui suit celui auquel 
on s arrête. 

Démonstration. 1° Si n est pair, on a 
S w <S<S fl +j; 

d'où S — S„< Sa+i— S w , 

c'est-à-dire e <t* II 4. 1 . 

2° n étant impair, on a 

S n >S>S n +r, 
puis S„— S<S JI — S M+1 ; 

etenGn e<u n +,. 

21. Remarque. L'erreur e, prise positivement ou négativement, 
suivant que n est pair ou impair, est égale au reste R„ de la série. 

22. Théorème IX. Une série composée de termes positifs et de termes 
négatifs est convergente si les groupes successifs, formés par des termes 
de mime signe, diminuent indéfiniment. 

Démonstration. Supposons que la série se compose d'un certain 
nombre de termes positifs, suivis d'un certain nombre de termes né- 
gatifs, suivis, à leur tour, d'un certain nombre de termes positifs, etc. 
Représentons par g ± la somme des termes formant le premier groupe, 
par — g t la somme des termes formant le deuxième groupe, etc. Le 
terme général tin appartient à un certain groupe jr<; par conséquent, 
la somme S n est comprise entre 

9x— 9%+ 9*— ±fr-i 

D'mtiatffecfttér 

9 /3 4\ (S 6\ /in-1 , Sn \ 

= *"ïjn3 + n + "*■ (*»-S)(8n-l)J 

Lï ï 4 Sn-2 Sn— lj ; 

donc lira S„_,= S — (1— « S) , 

ou Um S n _i = 1 4- lim S». 
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D'après le Théorème VU f ces deux «aminés ont une limite com- 
mune S. Donc aussi 

UmS n z=S. 
23. Application. La série 

2 3 T 4 T a^« 7 8 9 *0^ 



est convergente. 
En effet : 



»i »« 2^3' »» ~4^B M5' 



z 2 2 

on conclut <^< 



^+i 



puis JtmffSsO. 

2° 



0. 0<+. L(«'-»+2) (<•+<+ 2)J + "*ïF+' t"+3.J (i+1^+2) 

— ■ * ( (*-|+f) (i*+t+2) + w "+ p+i)(?+Zi) J"~ (••+!) (»+2) ; 



donc 0<— &+«>; 



2 



quantité positive. 

24. Théorème X. Les mêmes choses étant posées que dans le Théo- 
rème IX, terreur que Von commet en prenant la somme des i premiers 
groupes, au lieu de sa limite S, est inférieure au groupe de rang i+1. 

La démonstration est semblable à celle du Théorème VIII. 

25. Lemme I. 5e f(x) est une fonction positive et croissante, dont 
la dérivée soit décroissante, on a 

f{x+h)~-f{x)<hr{x) (i), 
m-f{*-h)>m*) (2). 
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Cm deux inégalités, qui deviennent évidentes ad moyen d'une 
figure, peuvent aussi se démontrer comme il suit : 
Soient 

?(A)=/(z+*)-/ï*)-fc/>), W)=fl*)-/t*-A)-*f>); 

d'où 

? '(A)=/>-wi)-r(*). f(A)= n*-*)-r (*)• 

D'après la seconde hypothèse, 

9(*)«>. +'(*)>•• 

La fonction <f(h)< ayant une dérivée négative, est décroinqnU. 
D'ailleurs, elle s'annule avec h; donc, etc. 

26. Lbmmb IL Soit f (i) une fonction positive et indéfiniment dé- 
croissante, du moins à partir de x = a — 1; soit F(x) la fonction pri- 
mitive de f(x). On a 

/(a)+/(a+l)4- +/(a+n— l)>F(a+n)— F(a) (3), 

/(a)+/(a+l)4- -H/-(a+«— l)<F(a+n-l)— F(a— 1) (4). 

Les inégalités (1) et (2) donnent 



f(x + nh) — f{x) <:h[r{x)+f{x+h)+ +f(*+n-lft)], 

f(x+n-lh)—f(x-h)>h[f{x)+f{x+h)+ +/>+n~ lh)]. 

Remplaçant f par F, f par f % a: par a, et A par 1, on a les inéga- 
lités (3), (4). 

27. Remarques. I. Ce second lemme est évident à l'inspection de 
la figure ci-contre (*). 

'V 




(*) Cette méthode très-simple a été employée par M. L. Olivier [Journal de CrtU», 
t. II). 
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IL Si F(«) devient infinie pour x=a— 1, on remplace l'inéga- 
lité (4) par celle-ci : 

fla+l)+f(«+a)+ +f( a +n)<F(a+n)— P(a) f 

qni équivaut à 

/(«Hf[a+i)+ +/](a+n— l)<F(o+nHF(a)— /ta4-»)+/ta) (5). 

28. Théorème XI (Théorème de Cauchy). Si f(x) est une fonction 
positive et indéfiniment décroissante, la série 

/W+/l«+l)+ 4-/[a+n-l)+ 

est convergente ou divergente en mime temps que la fonction primi- 
tive F(x) (*). 
Ce théorème est évidemment contenu dans le Lemme II. 

29. Corollaire (**). Les séries 

i+— +—+ ■ ' ■ 



— !— + * + + l 4.. 

i + . 



3/3(«5)n-*^ T (n+2)/(n+2)[«(n+2)]'+* 



sont convergentes lorsque k est positif divergentes si k *tf nul ou ni* 
Démonstration. 1° Si Ton suppose 

on a 

F (*)= c -^' f w= c -to' ^ c -w ; 

et ces diverses fonctions primitives sont convergentes on divergentes, 
selon que la constante k est positive ou négative. II en est donc de 
même des séries correspondantes (Théor. XI). 

(*) Pour abréger, nous disons qu'une fonction de x est convergente, lorsque, x croissant 
indéfiniment, elle tend vers une limite. Au contraire, une fonction divergente est celle 
qui devient infinie avec la variable. 

(**) DÛ à M. Bertrand (Journal de LiouviUe, t. VII). 
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2° Soit 

alors 

F(*)=C+te, F(*)=C+Zte, P(«)=C+Hte. ...; etc. 

30. Théokèm XII. 1° Une série composée de termes positifs et 
indéfiniment décroissants est divergente si, à partir d'une certaine 
valeur de n, on a constamment 

«n>l ov K >±, ou «„>^-, ov.ete., 
3 étant une constante positive; 

2° La série est convergente si, à partir d'une certaine valeur de 
n, on a constamment 

d et k étant des constantes positives. 

Ce théorème résulte immédiatement do corollaire qui précède, 
joint au Théorème X. 

31. Théorème XIII. Les conditions de convergence de toute série 
à termes positifs et indéfiniment décroissants sont comprises dans le 
tableau suivant : 



CONDITIONS 


NÉCESSAIRES. 


SUFFISANTES. 


Um n« n =0, 
Um nlnu n =0, 
Um nM(«n)M n =0, 



Um n« tt .n*=A, 
Km nlnUn{ln)*=B t 
Um nlnllnun{Un)^= C, 


1 





Démonstration. Les conditions nécessaires n'exigent aucune expli- 
cation : elles résultent du corollaire ci-dessus (29). Relativement aux 
conditions suffisantes, il suffit de faire observer que si le produit 

â 
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nu n n k tend vers une limite A, lorsque n augmente indéfiniment, on a 

.A-4-a 



*„< 



ni+fc- 



donc la série est convergente (Théor. XII, 2°) ; etc. 

32» Remarques. I. L'application des règles qui résultent de ce 
tableau permettra toujours de savoir si la série à laquelle on les ap- 
plique est convergente ou divergente; c'est-à-dire que l'on n'aura pas, 
indéfiniment, 



-^>W n > nl4 . fc t nln'***^ n(lny+* % nlnlln 



>**n>: 



a 



nln(lln)i+*' 

En effet, quelle que soit la valeur attribuée à n, les fonctions in 
Un, llln, ... finissent par devenir imaginaires (**). 
II. Si l'on considère les équations 

1 



_1 _J_ _ l _ 

y~ x J ^ — a?te' V~ xlx(llxy y~< 



xlx{Ux){lllx) 

et les courbes qu'elles représentent, on toit que les ordonnées de ces 
lignes sont positives, finies et continues à partir de 

rc=0, &=1, x=ze. x=e e , 

De plus, les points d'intersection de deux courbes consécutives ont 
pour coordonnées : 



x = e, 
y = e , 



x=e , 
-(i-HO 

y=* ; 



x=e 



y=* ; 



xz 






(*) Nous supposons, pour plus de simplicité, que tous les termes de la série ont été 
multipliés par un facteur choisi de manière à rendre égaux à l'unité les numérateurs des 

fractions de la forme - , -— , ■ . ., , . . . 
n nln nlnun 

(**) Faute d'avoir fait cette remarque , un géomètre a pensé qu'une série peut avoir 

pour terme général ■ - — , le nombre des facteurs du dénominateur étant in- 

ntn [Un) [Uln) . . . 

fini, et que « le cas de cette série (dont tous les termes seraient imaginaires!) est en quelque 
sorte b point de jonction des séries convergentes et des séries divergentes, n 
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35. Applications. I. La série 

1+-L+- 4 ■ ■ « • 



es! divergente. 

En effet. Km mi,, = lim^r == * • 

v» 

II. La série 

i 2° . 5» É n« 



«il convergente ou divergente, suivant que a surpasse ou ne surpasse 
pas l uni té. 

En premier lieu, 

Pour que cette dernière limite soit zéro, a doit surpasser l'unité. 
D'un autre côté, 

lim nu n .n k = lim ^tt — °* 

si, a étant plus grand que l'unité, on prend fc<a— 1. Les deux 
premières conditions (31) étant vérifiées, la série est donc conver- 
gente ( ; ). 
III. La Urie 

GM+GM+ +&«)+ 

est divergente. 

,. „ u . .Kg) . '('+^r 

pois, à cause de Jim[l+-^J n = e, 

lim nu R =0. 

(•) Ces deux exemples soal tirés du mémoire de M. Bertrand. 
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IV. La série 

!r*r+<&-tr+ +^h)* + 

est convergente si a. est positif, divergente si a est nul ou négatif. 
1° On peut écrire 

[ l(n+2)- u+« 
Jn±l) 

Cette quantité a pour limite zéro, si 1+a est positif, 
en posant 



00 ^ 

l(fH-i) ' l{n+i)' 






Par suite, 



_ n pK)r_..p('^)T"-,, r , fllM1 4'KrT 

"~ (n+l)>+"LV^n+l/ J U«+l) «(•+!) J * 



puis li'mniij=0. 



3° nu fl .n*=- 



Li^n+l/ J U(»-H)«(n+l)J 



(n+J)i+«| 
Si la quantité a est positive, et que l'on prenne k=a, on a 

litnnurfi k =l; 
donc /a série est convergente. 
4° Soit«=0. Alors 
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et cette quantité croit indéfiniment avec n (*) : il y a donc incerti- 
tude sur la nature de la série. Mais 

donc lim nlnlln.u n — 1 : 

la série est divergente (**)• 

5° Elle l'est, à plus forte raison, si a est négatif. 



Autres règles de oonvergeoce. 

54. Les règles précédentes deviennent peu commodes lorsque le 
terme général, u nt est un produit dans lequel le nombre des facteurs 
croft indéfiniment avec n. Quand cette circonstance se présente, on 
peut recourir à de nouvelles règles (***), qui résultent des propositions 
suivantes. 

35. Lemme I. Les séries 

i 1 * 



2H-* ' 3»+* ' n>+* 

1 



+ 






3B(tf3)*+*^ ^ (n+2)/(n-h2)[//(n+2)]t-Hk ^ • 

sont convergentes si k est positif, divergentes si k es/ nu/ ou négatif (29). 

(•) En effet, si Ton pose n4-l=«*, on trouve 

les trois premiers facteurs ont pour limite l'unité, le quatrième devient infini avec z; etc. 

(**) Vincertitude ne cesserait pas si Ton appliquait la deuxième condition nécessaire et 
la deuxième condition suffisante (Théor. XIII); c'est pourquoi nous avons cherché immé- 
diatement la limite de nlnlln.Un. 

("*) Ces nouvelles règles ne diffèrent pas, au fond, de celles qni ont été données, soit 
par M. Bertrand {Journal de UouvWe, t. VU), soit par M, Paacker [Journal de Crelle, 

t.xur, 
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56. Lram H. Les quantité» 

»=(»4-2) 1 (» +2 (^(;-^) ,+ ']-(»^i)i(»+i), 

C =(„ + 3) ( (» +3 )«(» + 3)[!±?|^(^) W ]-C. +2 ) K „ +3 )«(» +2) . 

dans lesquelles k est supposé compris entre Ô et 1, tendent vers ( — k), 
lorsque n eroff indéfiniment. 



V 



*=•[(£)'-«]• 



soit -zî^-»- 1 ; 

,, . 11 

d ou -= — 7. 

a> n-H 

On tire de là 

puis 

et enfin lim A= — k. 

r B=(«+i)K»H-i)[(g)-i} 

Soit îôh¥)-^ } ' 

d'où 

<(«+i)=W 1+ l£ï); 

(•) Pour abréger, nous admettons les deux inégalités 

d— «î*<i— ta, (i-»)*>i-»^^^^ ( Tz^ji=ï' 

dont la démonstration est facile. 

H Cette transformation est admissible; car à toute valeur de » correspond une valeur 
de p. En outre, ces deux quantités deviennent, simultanément, nulles et infinies. 
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et enfin (*) Hm B = — k. 

3- C =(n+2)I(n+2)M(«+2)[(|^-l]. 

Soit 



d'où 

Soit encore 
d'où 



U {n+Î) _ g 
«(fH-3) 9+1' 

l(n+3) z=P+i . 
l(n+t) p * 

^ +2)= ^( 1+ -^). 



Ces valeurs donnent 

puis UmC=z — fc; 

etc. n. 

37. Théorème XIV. Une série composée de termes positifs est con- 
vergente ou divergente, suivant que la première des quantités 

Um[{n+l)l(n+l)^—nln], 
Km[(n+l)/(n+l)H(n+l)^—nW/n] 

qui n 9 est pas nulle, est négative ou positive. 

Supposons, pour fixer les idées, que Ton ait constamment, à partir 
d'une certaine valeur de n, 



«fH-t 



(-+!) = — *<— 7. 



(*) A cause de Km [in 1 = e. 



(**) 11 ne serait pas difficile, au moyen d'un raisonnement connu, de faire voir que la 
proposition énoncée est générale. 
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y étant positif. D'après la relation 

"«[(»+«)(iï)'"-»]=-'- 

démontrée ci-dessus, on peut toujours assigner une valeur positive 
de k y inférieure à y, telle que Ton ait, à partir de la même valeur 
de n, 

(» + i)^-«<(„+.)(^r_„. 

Mais, s'il en est ainsi, les termes de la série proposée décroissent plus 
rapidement que ceux de la série convergente 



1+-L+— + +-!- 

^ 2H-* T 5H-* ni+* 



donc la première série est convergente. 

La même démonstration est évidemment applicable à tous les 
cas (*). 

38. Remarques. I. Si Ton pose 



r =^±i_l, 



r t =l+r (n+i), 
r^nl^+rJin+l), 

r ! =nW!Çi-|-r,ll(n+l), 



on pourra modifier ainsi l'énoncé précédent 



(*) Si le lecteur éprouvait quelque difficulté à comparer les binômes 
(« 
il pourrait remplacer celui-ci par 



(n-H ) l(n+l) — - nln, (n+ 2) !(n-H2) F— /~) 1+ *1 -(n+i) l (»H-1) = B, 
u n Ln-f-2\^-+-aî/ J 



En effet, côtte dernière quantité a la môme limite que B. Cotte remarque subsiste pour 
les autres binômes, 
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Une série composée de termes positifs est convergente ou divergente, 
suivant que la première des quantités 

/tror , Ztmr lv limr t% Kmr,, , 

qui n'est pas nulle, est négative ou positive. 

II. D'après le lemme II, 

limnl^^U fcmnlnl^=l, limrdnlM l -^==l, .:...-, 

n In Un ' * 

donc 

/imr f =l + fcm[r 1 /(n+l)], limr 9 =l+lim[r t ll(n+l)]. 
39. Applications. I. Les séries dont les termes généraux sont 

(n+l)J(n-H)( 1— M) ( 1— 3fc) ( 1— S+îii+ï)' 

(fH-aj^fH-ajWfH-i)! 1 ""^!^) ( 1— ïTâû) (^7^ïï^) t 

éonf conter pentes si k est positif. Dans le cas contraire, elles sont 
divergentes. 

D'après ce que Ton a va précédemment (29), il suffit de considérer 
la première hypothèse (*). 

Or, pour la première série, 

••.=(»+ i ).-ïî(»-sï)-»=-4ï*' 

lim r t = — ft. 
Pour la deuxième, 

(*) En effet, si l'on suppose fc=0, on obtient les séries divergentes 

lll 1 
•+Ï+Ï+Î+ +-+ , 



l +=U4+ • ' 



m m ^m ■ (tM-t)j(n-M) 
6i H est négatif, le terme général de chaque série n'a pas pour limite zéro; etc. 
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doue lim f t = — k (*) ; 

etc. 

II. La série 

1 1 * 1 

(i+fga) (l+tga) (l+tg|) (l+tga) (i+tgj) (l+tg^) 

<fan$ laquelle a es/ tin arc positif, moindre que j , est convergente au 
divergente, suivant que cet arc surpasse ou ne surpasse pas t unité. 
1° On a 

donc Km r t = 1 — a. 

Si a surpasse l'unité, cette limite est négative, et la série est conver- 
gent*. 

2° Si a=l, Ztmr t =0. Mais, dans ce cas, 



r t l{n+i)= j 



La limite du dénominateur étant l'unité, il suffit de considérer le nu- 
mérateur. Or, à cause de 

tga?>», tga?< — ^— (**), 

1— -CD* 

2 

a * * ^- * a * * ^ 2(n-H)-I 

o„ a 1-ntg— <— , 1^^— >îs ^. 

Sans qu'il soit besoin d'aller plus loin, on voit que 

^[l-ntgj^n+l^O; 

(*) Pour simplifier le calcul, nous modifions la règle, de la manière indiquée ci-dessus 
(37, note). 
(*") La seconde inégalité est une conséquence des relations 

sîn x<x> cosa?>l— -œ*. 
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donc limr % =l: 

&t série *9t d\verg*nk. 
III. Discuter la série 

1 ^Hh ? -6'4-c'^(M^)(26+c)M6'-H')(26'-kV 

(a+c)(ïa+c) fcZîa+ç) (g'-tf) {<M+<r) (n=\a'+c') 

(fr+c)(26-K) (ïï=ï&+c) (6'-H>')(26'+c') (n^l V-H>') "T 

T *~ tin 1— ^H^'^Hh? 66V-^6c'-H>6>-Kc' 

2° Si aa—bb' est différent de zéro, 

.. «a'— 66' 

Suivant [que cette quantité est négative ou positive, la série est con- 
vergente ou divergente. 

3° Si aaactM', J»mr,=0, en sorte qui/ y 4 (fou*. M*is, dftflf 
ce cas, 

puis limr ± = "'+"'-%r^' . 

V On peut toujours supposer 6 et b' positifs. Dès lors, la série est 
convergente ou divergente, suivaut que l'on a 

ac+ed— 6c — cfe'-h bb' § 0. 
5° Si ac + ca— bc— c6'+66'=Q, 

ilyadoute. Mais, évidemment, lim[rJ(n-\-l)]=ù; donc 

Km r,= i : 
la série est divergente. 

Des série* à termes oroitsanU et déerolifantt. 

40. Jusqu'à présent, nous avons supposé que les termes de la série 
proposée décroissaient indéfiniment, du moins à partir de l'un d'eux; 
et nous avons indiqué diverses règles au moyen desquelles on peut, 
dans tous les cas, reconnaître la convergence ou la divergence. Mais il 
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peut arriver que le terme général u n , tout en ayant pour limite zéro, 
soit exprimé par une fonction de n tantôt croissante et tantôt décroît- 
santé (*). Il paraît très-difficile de trouver des règles simples, rela- 
tives à ce cas singulier. Nous nous contenterons d'énoncer la propo- 
sition suivante, analogue au Théorème IX : 
41 . Théorème XV. Si des quantités 



<*i, W 2 , U 3 , "n* — 

en nombre indéfini, peuvent former des groupes 
g 1 =u i +u i + -ft^, 

î =U / H_ 1 +U p+2 + +u q , 

9* — U q +i + U q +ï+ +U„ 



qui diminuent indéfiniment (en valeur absolue) ; les séries 

"i+w*+ +ti n + , (U) 

0i+gf a +.....+ (j( i + , (G) 

sont 9 en même temps, convergentes, divergentes ou indéterminées. De 
plus, si elles sont convergentes, elles ont même somme. 
42. Applications. I. Soit 

_ 1 

^^(n+H-cosnic) 1 ' 
auquel cas la série est 

jî + ji + gî + gi-f-gî+^H-...,. 
Si Ton fait 

_£ i 1 i Il 

on voit que la fonction g t diminue indéfiniment quand t augmente. 
D'ailleurs, on a 



(*) Exemple ; 



Wn» 



(n-H-f coswr)»' 
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denc la série (G) est convergente; et il eu est de même pour la 
série (U) f). 

IL Soit 



1 



On peut prendre 

Et comme il en résulte 



9i= 



fiH-14-cos roc * 
4 4 



2i— 1^2t+4' 



9i>~ r 



la série proposée est divergente. 
III. Soit enfin 



w _ • 

nsin—-— n'cos — 

2 2 



nous aurons la série 



que nous pouvons réduire à 

Si— 0t+0»—ff4+ ±0iT 

en posant 

Par conséquent, la série est convergente Ç *). 

43. Remarque, t/ne série à termes alternativement positifs et né- 
gatifs, et dont le terme général a pour limite zéro, peut être divergente. 

Pour justifier cette proposition, il suffit de considérer la série 
4 1 4 4,4 1 



v/2-i v^2+4 v^3— 4 •3-H^v / 4— 4 v'-é-H 



( # ) On verra plus loin que cette série a pour somme ~ 
(*') Elle a pour somme -h — -. 



— 1. 
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Effectivement, la somrhe des 2n premiers têrinés eét 

S 2 n=2[ î + -+5+ +-); 

donc la série est divergente (*). 

Det séries imaginaires 

44. Définition. Une série dont le terme général u la formi 
«n-J-ftX — 1 w* dite convergente, lorsque les deux séries 



sont convergentes. 

On voit que les conditions de convergence d'une série imaginaire 
donnée se ramènent immédiatement aux conditions de convergence 
de deux séries réelles. La proposition suivante réduit très-souvent 
l'examen de la série proposée à celui d'une seule série réelle. 

45. Théorème XVI. Une série imaginaire est convergente, si ta 
série formée par les modules de ses termes est convergente. 

Si Ton met le terme général, <x n + fin\f — 1» sous la formé 
p„(cos w n +K — i sin w n ), 
p„ étant le module de u„, les trois séries réelles dont il s'agit seront 

p t COS(ù 1 -{-p % CQ$(ù i -\- -4-p n C0SG)„+ , 

p t sin m ± -+- p 2 # sin&>,+ -(-p» s * n w «+«v» 

Pl +P2 + + P« ' + 

{*) Cette série appartient bien à la classe que nous venons d'examiner ; car, évidemment, 

I ■ w I 



et 



1 ^ 1 



D'ailleurs, pour réduire à la même forme les termes de rang pair et les termes de rang 
impair, il suffît de prendre 

cos(n-t-l)w 



t*n = 



I/-Î-Î 



cos nw -t- cos n* 
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Or, si cette dernière série, dont tous les termes sont positifs, est 
convergente, les deux autres le seront pareillement (Théor. IV). 

46. Remarques. I. Si le module p n n'a pas pour limite zéro, ta 
série proposée est divergente ou indéterminée. 

En effet, à cause de 

une, au moins, des quantités a„, ($ n n'aurait pas pour limite zéro. 

II. Si le module p n a pour limite zéro % et que cependant la série 
des modules soit divergente , la série proposée peut être convergente. 

Par exemple, la série 

ï0^i)+ÎH)+J{-R+i+50^)+ïH)+ » 

dont le terme général a pour valeur 

-[co ST +K-1 s.n T J, 
est convergente, bien que la série des modules 

soit divergente (*). 

47. Lemme (Théorème d'Abel). Soient u ly u %y ,u„ des quantités 

réelles , positives ou négatives. Soient * lf e lf , e n des quantités 

positives, décroissantes. Si, pour toutes les valeurs de n inférieures à 
une certaine limite, on a 

A<u 1 + u 1 + +«„<B, 

on aura aussi 

e 1 A<e 1 ti 1 +e 1 u î + +a»t»v<c ft B. 

(*) A cause de 

-:+hw- -* 



la série proposée a pour somme 



-;-i. + j*=i. 



32 TRAITÉ ÉLÉMENTAIRE DES SÉRIES. 

Démonstration. Posons, pour abréger, 

s n =zu ± +u t + +u„ S n =e 1 u 1 +e*u,+-.-.+€ w u ll . 

Nous aurons 

et, par conséquent, 

S n =e 1 s i +tt{s t —$ i )+%($ i —8 t )+ +e„-,(*,,-i— S n - 2 )+e n (8 n — «„_,) 

Mais, les différences t % — e 2 , e s — e 3 , , £„_!—£„ étant positives, 

on a, d'après l'hypothèse : 

(*! — «,) À < (et — e,)*! <( e i— e «) B > 
( e * — e 3 )A< (e t — e 3 )$, <(e t — «t)B f 



(«n-i— e«)A<(s n-1 — s n )« n . 1 <(e n-t — ç„)B, 
e «A< e„S„ <e„B. 

Ajoutant toutes ces inégalités membre à membre, et réduisant, on 
obtient 

£iA<S n <e 1 B. 

48. Théorème XVII. Si les termes 

«*it Wj, u 8 , , t#„, 

(2 'une série convergente ou indéterminée, sont respectivement multipliés 
par des quantités 



positives et indéfiniment décroissantes, la série m 

e 1 u 1 4-e t w t 4-s 3 W3+ + e«w n + , (1) 

ainsi formée, est convergente. 

Démonstration. En conservant les notations du numéro précédent, 
on a d'abord 

e 1 A<S w <e 1 B. 
Ainsi, la série (1) n'est pas divergente. Elle ne saurait être indéter- 
minée ; car 

lim t n Un = lim e„ • lim ti„= . Km «*„= 0. 
Donc cette série est convergente* 
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49. Corollaire. Si aucune des deux séries 

coswt + coStoj4-cosû) 8 + + cosûv4- , (2) 

sin©! 4- sinwj 4-sinft),+ -f- sin » n -f- , (3) 

n'est divergente, et que les modules 

P*' P*' Ps pn 

décroissent indéfiniment, les deux séries 

p 1 C09<» 1 4-p ï C0Sw î + 4.p n c0Sû) ll + , 

ptwn^-fpjsinwj-f. +p n C08&> H + , 

seront convergentes. 

50. Remarque. Supposons que « n représente l'angle formé arec 
une droite fixe OX par une droite mobile OA„. Alors, la condition 
dont on vient de parler, relative aux 
séries (2), (3), est ordinairement vé- 
rifiée (*) , lorsque la droite mobile ne y/ ^ * 
reste pas dans f intérieur d'un angle 
fixe BOC. On conçoit, en effet, que si 
la droite OA n tonrne autour du pâle 0, 
chacune des fonctions cos «„, siu &>„ ° , " * 
repassera périodiquement par les mêmes valeurs, sinon exactement, 
du moins à fort peu près, et que, par conséquent, les séries (2), (3) 
seront convergentes ou indéterminées. Si, au contraire, la droite 0A„ 
tend vers une position limite, ou même si elle oscille dans l'intérieur 
d'un angle BOC, les fonctions cosu,,, sin »„ ayant des limites con- 
stantes, oujlu moins tendant à la forme a±e, les séries dont il s'agit 
deviendront divergentes (**). 

51. Application. Les séries 




p 1 cosa+p 1 cos(a+£)+pa*os(a+2J)-+- 4-p n cos(a+n~ 1*)+ f 

p 1 sina+p,sin(a+J)+p3sin(a+2J)4- +p nS i n (a+n— 1 £)+....., 



(*) Peat-êlre pourrait-on dire : est toujours vérifiée. 

(**) Cependant, si lim cos w n — , la série (2) pourra être convergente. De même pour 
l'autre série, si lim sin «n=0. 
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sont convergentes lorsque les modules pu p*« p 3 , ....•> />h «Wero&lent 
indéfiniment. Cependant, si <J=2fc7r, e/tes peuvent être divergentes. 
1° Si Ton pose 

cosa+cos(a+(î)+cos(a+2(î)-+-... k .+cos(a-h«— 1*)^A W , 
sina+sin(a+(î)+sin (a+2<î) + 4-sin(a+n — 1<J)=B W , 

on trouve aisément [en supposant sin -£ différent de zéro) : 

A n = — r cos[a+- T -*J, B w =— r -s, n (a+ — <îj. 

sin-^ sin-£ 

z z 

1 1 

Chacune de ces deux sommeB est comprise entre + * ■ ■■ • » et **«- +♦"* ; 

donc (49) les séries proposées sont convergentes 

2° Dans ie 
réduiraient à 



sin s £ gin-rS 

2 2 



2° Dans le cas où Ton aurait sin-£=0, ou ^ = 2&7T , les séries se 



d l cosa-\-d i cosa+S 3 cosa + * 

^sina+c^sina+^sina-H ; 

en sorte qu'elles pourraient être divergentes, 

52. Remarque. Si d est corûmepsurable avec la circonférence, les 
fonctions A„, B n sont périodiques; et, par conséquent, les séries 

cosa+cos(a+£)+cos(a+2<î)+ , 

sina+sin(a+^)+sin(a4-2<î)+ , . 

sont indéterminées. C'est donc à tort que divers géomètres se sont pro- 
posé d'en déterminer la somme (*). Dans le cas où les arcs 9 et « n'ojit 
pas de commune mesure, les mêmes séries sont encore indétermi- 
nées; car 



(*) Voyez, ci-dessus, la note du numéro 4. Voyez aussi les Nouvelles Annales de Mathé- 
matiques, t. III, p. 570. 
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A„ = -V[sin(«+!^*)-- S in(a-*)], 



2sin-â 
2 



^H^H^'ll ; 



2sin-$ 
2 



et ces fonctions, sans repasser périodiquement par les mêmes valeurs, 
d'une manière absolue, n'ont pas de limites Oies (*). 



(*) Le lecteur qui voudra étudier d'une manière plus complète ta convergence des 
séries périodiques, devra consulter les travaux de MM. Diricblet, Malmsteu,BjôrUng, etc. 
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SOMMATION DE QUELQUES SÉRIES. 
53. Problème I. Sommer la série convergente 

1.2^2.3^3.4^ ^n(n+\)+ 

Solution. En faisant attention que 

4 1 1 



n(fH-i) n nrW ' 
on a immédiatement 

s -=(H)+(i-i)+ +(-;-;*). 

ou 

Par suite, 

S = l. 
i$4. Problème II. Sommer la série convergente 



+ 



1.2.3 ' 2.3.4 ' 3.4.5 ' n(n-M)(fH-29 ^ 

Solution. Pour ramener ce problème au précédent, posons 

i _ A .. B 

w(M^)(n+2) — n(M-1)^(n+i)(n+2) ' 

ou i = ( w +2)A+nB. 

1 1 

Nous aurons A = - , B= — -. 

Par conséquent, 

S ' , = 2U72" + " + ^TÎ)J — 2L2T3 +, "" + (n-hl)(n-H2)J* 

OU 

s_iri— -L— l. 

°« — 2L2 (n+1)(n+2)J* 
puis 

s =i. 
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55. La méthode que nous venons d'employer est applicable à toute 
série convergente ayant pour terme général une fraction rationnelle 
dont le dénominateur est égal au produit d'un nombre déterminé de 
termes appartenant à la progression 

n+a 9 n+a+1, n+a+2, f 

dans laquelle a est une constante quelconque. Cette proposition sera 
suffisamment démontrée par les deux exemples suivants. 

56. Problème III. Sommer la série déterminée par 

_ ^—511+7 
Un ~ n(n+2) (n+3) (iM-4)' 

Solution. §i l'on pose 

ft i_3«4.7 A , B . C . D 



n(n+l)(fH-3)(n+4)— n(n+i) "*" (n+i)(n+2) ^ (n+Vftn+Z) T (n+3)(n+4)' 
on trouve aisément 

A =Ï2» B= ~V c =— 4» D= ï2n- 

D'ailleurs, ' 

ou 

s »= k X^)^ B X^mr) + c 2r^) +D 2r s ?(7Tr) ; 

et, par ce qui précède, 

Y»_i__ 1 l_ y«+* I _t i_ 

^•(H-l) ~ n+i' ** % *(*4-1)~ 2 fH-2' 

^. «(H-l) — 3 n+3' ^ i(H-l) - 4 n+4' 
donc 

En effectuant, on obtient 

c 13 7.5,5 33 



" 48 12(n+l) ^ 4(n-f-2) ^ 4(n+5) 12(n-f-4) ' 



(*) Il est très-facile de reconnaître que, la série étant convergente, la décomposition 
essayée est possible, et qu'elle Test d'une seule manière. 
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d'Qtt 

57. Problème IV. Sommer la série convergente 

2a-M , 2a + 2 2a+n . 



(04-î)(cH^)((H-4r(û4-2)(cH-4)(a-|-5)^ M ^( +n)(a^+2)(o+«-+-3) 
.Solution. Décomposant le terme général en 

A B C 

(<H-n) (a-+-»-Hi ) (»-HH-i ) (o-Hi-Hi I j "*" (d-WH-2) (<H-n-t-3) ' 

et opérant comme dans le Problème III, on obtient 

~ \ a n i a n i a— 3 n # 

n 6 a+1 a-HH-1 6 â+2 a-HH-2 3 *+3 a+n-|4 ' 

puis S=JtroS n s=-— rr+ï— rs — «— r** 

r " 6«-H 6a-f-2 3a-f3 

58. Problème V. Trouver la somme des n premiers termes de la 
série 

m.J , i.2 _. , *2.3 (wH) r 

"*" <H-1 "^ (*+D(<H-2) "^ " 1 "(a4-l)(flH-2)....(ûH-n-l)" 1 " [ ] 

Solution. Pour appliquer encore la méthode employée dans le Pro- 
blème I, essayons de décomposer le terme général en deux fractions 
de la forme 

A n — i An m 

(a-H)(<H-2) (a+n-2)' (a+4)(<M-2) (o+n*-l) ' 

ou, ce qui est équivalent, posons 

1.2.3 (n— l) = (a4-n— ljA^j— A w . 

Soit 

A^l.2.3 (n— l)B n ; 

nous aurons 

l = (a+n— IJBh-i— nB M . 

Cette équation devient identique si Ton prend 



B n _f=B w = 



1_ 
a-4' 



(*) On suppose a positif, ou nul, ou négatif non entier. 

(**) Comme précédemment, la constante a ne doit point être égale à un entier négatif. 
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On a donc 

1.2J....(«-4) 4 r 4.2.5 . ...(n-4) 4.2.3....n * 1 ^ 

(aH-l)(a^3}....(iH^— i) — a— iL(«-*-lJ^-*-2)....(a-hfi— 2) ( a +l)(a+2)...,(aH-»— 4)J? 

ce qui, du reste, est évident. 
Par suite, 

n ~ â^ï\S a ^ (<H-l)(cH-2) (<H-n-4)_T 

OU 

« ^_ a 4.2.3 n 

^~*=4 — (a-4)(a-M) (a+n— 1)* 

5» a surpasse Vanité, la fraction 

4.2.5 n 

(a-M)(a+2) l«H-»-l) 

décroît indéfiniment lorsque n augmente (*). Donc, dans ce ca$, la 
série est convergente (**), et Ton a 

" a— 4 

59. Remarques. I. Lorsque a surpasse l'unité, la série 

1( * , ** , _, 1-2.3 (»-*) . 

' " T "a+4 n "((H-4)(a-»-2)^ ^ (ch-1)(ûH-2) (<H~n— 4)" 1 " 

a la même limite que la progression 

1 +s+?+ +i+ 



(*) Soient as t+>, et 



Il en résulte 



_ (q+l)(q-t-g) (a+n-1) 

4. S. 3 fl 



ir-i(«*i)+i(i+s)+ +'K)« 



Or, 

«m 



-(^J)-*| 

donc 1° la série dont le terme général serait il 1-4- -J est divergente; 2° l? n croit i 

détiniment avec n; 3° — - a pour limite zéro. 
(**) Les règles données dans le chapitre précédent conduisent au même résultai. 
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II. La seconde série est plus convergente que ia première» Eu 

effet, si l'on représente par R„ , R'„ leurs restes respectifs, savoir : 

u _ 1 R r _ 1.23 n 



n ~~ {a-i)a« ' n— (a— l)(oH-l)(<H-2) (*+«— i) f . 

od a R„<^R W . 

60. Problème VI. Trouver la somme des n premiers termes de la 

série 

6-H . (6-H)(6-r-2) (6-H)(64-2) (6-f-n-l) 

^•44 M«-H)(«H-«) (a+l)(<H-2) (o-Hi-l)" 1 "" 

Solution. 1° En opérant comme dans le Problème V, on trouve 

s — . * Fa -^^ ft+ n h 

° w— a-6— 1 L w (a+1) (a+n—i)} * 

2° Si 6 est plus petit que a — 1, la série est convergente; donc, 
dans ce cas, 



UmSn=S = ' 



61. Remarque. Si Ton prend le rapport — ^7 égal à un nombre 

p, ou pourra, d'une infinité de manières, le développer en série con- 
vergente. Par exemple, 

g — 1» i-H _, (6-HXH-2) (M-1)(6-r-2);6-r-5) 

SHS" 1 " (2&+5)(26-|-4) "*" (26+3)(26-MX26-l-5) "*" ' 



~ "*" 5 "*" 5.6 + 5.6.7 + 6.7.8 *"*" 7.8.9 
4i ? 5.4 - ~ 5.4.5 5.4.5.6 5.4.5.6 

"** 7 + 7,8 + 7.8.9 "*~ 7.8.9.10 "*" 8.9.10.11 



+ 



T 8 ^8.10^8.10.12^8.10.12.14^ U ' 

62. Problème VII. 5dmtiwi' la série 

i b+c (M-c)(H-2c) (6^ )(5+ao) (6-MJ^fo) 

<H-c f(H-c)(a-+-2c)" h "+" '(a+c)(a+îc) (a+-n^4^ 

Solution. On déduit cette série de celle qui précède, en changeant 

b en - et a en -. Conséquemment, 
c c 

( # ) La plupart des séries précédentes ont clé traitées par Mac-Laurin, Slirling, Lor- 
gna, etc, 
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» a— 6— d (ar+cKa+2c) (a-4-n-ïc)J ' 

et, si a surpasse b+ e : 

/tmS w =S= * . 
n a— 6— c 

63. Problème VIII. Évaluer 

5b fa Ji on. La fraction , » se décompose en 

i/i L.]. 

i\n n-r-2/' 
donc, en supposant n>2 : 

-iri+i ! M- 

et KmS*=S = j f). 

64. Problème IX. Sommer la série dont le terme général est 

ttn=== (h+a)»--6*n- 

Solution. Ce problème est la généralisation du précédent. Pour 
essayer de le résoudre, remarquons d'abord que 

W " ^âoln-r-a— 6 fH-a+ftJ ' 
(•) Il est assez remarquable que la série 

1 ! JL JL i 

Q 

se réduise pour ainsi dire identiquement à la fraction -, tandis que la série 

11,111 

• ï + ï + ïi + a + 5 + 

a pour limite — — 1. 

6 

Remarquons encore que, si Ton retranche les deux séries terme à terme, on obtient 

3.4 8.9 ^15.16 14.» ""ï T* 

D On suppose l-t-a>6, afin qu'il n'y ait pas de terme infini. 
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d'où résulte 

Si n+a-{-b=n+p+a — 6, 

les termes de la série se détruiront deux à deux (à l'exception des 
premiers). Or, la relation précédente équivaut à p= 26; conséquem- 
ment : toutes les fois que 2b sera un nombre entier p, on aura 

65. Exemples. I. 

_J . 1 1 — 1 r l J . l i 3 

«•-i^y-i^îCî" 1 " ~5LÏ" 1,, iJ B3 I î 

comme ci-dessus (63); 

IL 

4»-2 , ^5 , — â*^^— î 1 ^ ~ 4L» 3^4^5.l — 240' 

III. 

1 i L_h î l. = î. 

Mi) Ha* 4 -(î) " 

IV. 

4 1 



■5 + 



(<+' 



.^•-(1)* (î+r^-fl) 1 wv^-g)' 



"i^-r^r^y" 



-2— 5i^ï. 



etc. 
66. Pkoblâmb X. Sommer la série 

* < . « + « -p 

(4+a)«— 6» (2-4-a) 1 — b*^ (5+-a)*— 6 1 (n+a)»— fc 1 + 

Solution. Raisonnant comme dans le Problème IX, on trouve que : 
si b est un nombre entier, 

s _ir_j i , \ Li 

26U+a— 6 2+a— b^Z+a-b a+bl' 
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Par exemple, 

_i L-+_! L_ + = lri_li = i 

2*— 1 3»— l^* 1 — i 5«— i T 2U 2J 4 f 
1 i _\ i _ lri il ll_J^. 

etc. 

67. Remarque. D'après les deux problèmes précédents, 

j , j , * , _* r j , i , t . , i_i 

i , i , j . j.r î , ' « * , . 1 1 

ft b est entier. 

68. Problème XI. Déterminer 

S n =l + 2g+3g 1 + -f-nf 1 . 

Solution. On a 

? S lf =g+2g 1 +3g 3 + + ( n _l) g »-' + nî « ; 

doric, en retranchant membre à membre (*) : 

(1— î)S tt =l+î+ ?* + + q»-'—nq», 

et, par conséquent, 

^ i— g" *<y» 

n— fl-g)' !-«• 

On déduit de cette valeur, en supposant </*< 1, 

S=KmS„ = (T l^r). (A) 

Ainsi, la tomme de la série convergente 

1. 2ç, 3g*, 4y* «j"-\ 



(*) Ce procédé est tout à fait semblable à celui que Ton emploie, en arithmétique, pour 

uq — a 
démontrer la formule des progressions par quotient : S= — -— . 

\**) En effet, lorsque q est compris entre —1 et -M, 

lim g n î= et lim nq n =. 0. 
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obtenue en multipliant terme à terme les deux progressions 

1, 2, 3, 4, n 

1. 0* J*. g 3 î"" 1 

est égale au carré de la somme de la seconde progression (*). 

69. Remarque. Si la quantité q % au lieu d'être réelle, a la forme 
p(cos (ù + V— 1 sin &>) , la série considérée devient 

l4-2p(coso> + /^sinw)+3pV s2 »+^ : ^s in 2w)+ 

+ np w ~* l (cosn — \<ù+V — lsinn — lw)+ 

D'après un théorème démontré (45), cette dernière série est conver- 
gente lorsque le module p est inférieur à l'unité. Dans ce cas, la for- 
mule (A) devient 

„ 1 (1 — p cos «>4- p V^ï sin <*)» 

[i— p(cos«+ V^Tsin •)]" [1— P cos »)*+?• sin 1 »] 1 

On a donc, en égalant les parties réelles et les parties imaginaires : 

^^^ = i +2 pco S a,+3p«cos2 w +.....+«p»-'cos(n-l) M + (B) 

V-iZllZv = 2 8 in w + 3p S in2*+ 4-«p-'sin(»-l) w + (Cj 

70. Problème XII. Déterminer la somme des n premiers termes 
de la série dont le terme général est 

u n =a n {a ± -ha t + + a n ). 

Solution. De 

S 1 =a l , t S t ==a l *-Hi î (a 1 +a t ), S^=a k i +a t {a i +a t )+a t [a l +a t +a z ) 9 

on conclut 

2S 1 =a 1 *+a 1 2 , 2S î =(a 1 4-a ï )*- r -a 1 M-a, 8 , 
2S,=(a 1 +a s +a 3 ) 2 4-a 1 8 +a î ï 4-a 8 % , 

et, en général, 

2S n =(a 1 +a 1 + +a n )*+a i *+a i *+ +a n *. (D) 

(*) La formule du binôme conduit plus rapidement à ce résultat. 
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Conséquemment, si 

A„=a 1 +a t +a s + +a nJ B„=:a 1 , +a î f + +a n *, 

an aura 

2S n =A„ f +B B . (E) 

71. Applications. I. Soit 

S n =l +q{l +q)+q*(l +q+q*)+ +q n ' i {i+q+q t + +q n ~ l ). 

On a 

A— *=£ B — î=£- 

donc 

(l-q»)(i-q)^ n . ,, 

S «~ (4_,)(|-fl ^> ^ 

pois, en supposant g f < 1, 

S=fomS n = (4 _ g)(i _ çl) . (G) 

H. Prenons, comme ci-dessus (69), 

ç=p(cos»-|-/ — 1 sinoj) ; 

nous aurons, en supposant p< 1, 

s= 1 

[1— p(cos»+\/— 4 sin»j] [1— p t (cos2«*+v/—4 sin2«)] ' 

ou, après quelques réductions, 

_ i — p cos» — p* cos2«H- p* cos 3*>+ V3ï(p sin u+p* sinîo — p* sin 3w) 

(1 — 2p cos « -H p 8 ) Il — 2p* cos 2w + p* j " 

D'un autre côté, 

s==l+( g +g î )+(« , +î 3 +î A )+(î 8 +g 4 +î 8 +g 6 )+ 

+{9*"+?+ +g 2n - 2 )+ • 

=2° b [p n ~ lcosn — l«+p ,t cosn«4- +p 2,, - 2 cos2n— 2*>] 

4./Z^2° b [p ,, '" l sinn = ï&>+p n sinn w 4- +p 2 *- 2 sin2n— 2«]. 

(•) Pour yér? fier cette formule, il suffit de faire attention que 

s,= ^[(i- 9 )+g(i-§W(i--«»M- +«"^(t-«")]- 



46 TRAITÉ ÉLÉMENTAIRE DES SÉRIES. 

Donc enfin 

2 4 [P W ' J C0B «— 1 w + p w cos nw-+- +p îm ^cosân^âw] 

1 — pcos«>— p*cos2»-f p 3 cos3&> 

(1— 2p cos *> + p*) (i — 2p s eos 2«+ p*) » 

2 t [p^sinn— lw+p w sin n»+ +p 2w - 2 iina#i— 2w] 

p sin »+ p*sin 2» — p»sin 5 *> 

"""" (1 — 2p cos <o+ p*) (J — 2pa cos 2«4-pV 

III. Si Ton admet les formules suivantes : 

19 4 j _i_ 4 1 _L J _i* 

on en conclut que la série 

'-M+î(«-i+3-iM+K)+ • 

a pour somme 

72. Problème XIII. Sommer la série 

<**<*i+ a 4-i( a i+0 2 )H-a a +2(ai+08+a 3 )H- 

+ fla-Hl-l(a i H-a 1 + + <*„)+ 

l'indice a étant quelconque, mais constant. 

Solution. A la somme S n des n premiers termes, ajoutons la quantité 

C n =* a .(<*t + a* +**)+a aL+t {a 9 +a i + +«*+,}+...... 

nous aurons, en multipliant par 2, 

2S n +2C„= a a *+a^ 1+ + a a !U-i 

H-(*i+*iH- +a*m-i) — (aiH-a*+ +0^)*; 



(*) Nous les démontrerons plus loin. 

(**) Ce résultat, et beaucoup d'autres du même genre, sont dus à Eulor et à Goldbacb. 
Voir la Correspondance de cc& deux géomètres, publiée par M. Puss. 
(•••) Sia=t, C n =0. 
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d'où, en conservant les notations employées dans le Problème XII , 
2S„=B ct+ «,_,— B,_ l +(A._ H ,- l )— (A a _ 1 ) , +2C„, (H) 
7$. Application. Soit a n z=q n ~\ auquel cas la série devient 

q*- t l+q*{i+q)+q*+'{l+q+q*)+q*+*(i+q+q t +q*)+ 

Noos aurons 

A«„ 1 =H- î +ç , + + ir *= s i=£l % A^ B _,^i^£p, 

Ponc 

ou, en simpliBant, 

_ y-'(l-g , )(l-9»+ 1 ) 1 »«**»_„ 
""" (!-«)(*-<« ** 
Cette formule donne 



ainsi qu'on peut le vérifier directement. 



CHAPITRE IV. 

APPLICATION DES QUADRATURES A LA SOMMATION DES SÉRIES. 

74. En attendant que nous fassions connaître des méthodes gêné- 
• raies de sommation, nous indiquerons quelques formules très-sim- 
ples (*), qui permettent de sommer certaines séries, sinon exacte- 
ment, du moins avec une approximation très-suffisante dans la plupart 
des cas. 

75. Théorème XVIII. Soit f(x) une fonction positive et indéfini- 
ment décroissante, du moins à partir de x= a — 1 ; soit F(x) la fonction 
primitive de f(x). Si Von désigne par S n la somme des n premiers 
termes de la série 

f[a)+f{a+l)+ +f[ a +n— 1)+ 

on aura 

S„>F(a+n)— F(a), S„<F(a+n-i)-F(a-l). (A) (") 

76. Remarque. Si ¥(x) devient infinie pour a?=a — 1, on rem- 
placera la seconde formule par 

S«<F(a+n)-F(a)+/(a)~/l[a+ n), 

ainsi qu'on Ta déjà vu (27, II). Conséquemment : 

77. Théorème XIX. Les mêmes choses étant posées que dans le 
Théorème XVIII, on a 

S„>F(a+»)-F(a), 1 

S n <F(a+n)--F(a)+fla)-/(a+n). / * ' 

78. Remarque. La limite de l'erreur à laquelle donne lieu l'ap- 
plication des formules (B) est 



(*) Ces formules onlété communiquées à la Société Pbilomathique, dans sa séance du 
20 mars 1858. 
<«(") Ces deux inégalités ont été démontrées dans te Chapitre II (26, 27). 
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79. Théorèmb XX. 

S n >F(a+»-l)— F(«)+j [f{a)+f(a+n~- 1)]. 

S^<p(a+ii-D— p(a+j)+/(a)+f[«+»-l). 
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(C) 



Démonstration. 1° Soit ABC NP le lieu de l'équation u=f(x). 

Soient 




A' T' JT 

AA r =u 1 =/(a) l BB r =tt 1 =/(a+l) PP f =tt n =/(a+n— 1). 

Si» comme on le fait dans la méthode des trapèzes (*); on mène les 
cordes AB, BC, , NP, on aura 

|(ut+t* t )>F(a + l)— F(a), 
|(u,+ti l )>F(a+2)— F(a+1), 



|(w„-t+ti«)>F(a+n— 1)— (F+n— 2). 

Donc S n > F(a+ n— 1)— F(a)+| (u 4 + ti n ), 

on s n >F(a+n— 1)— F(a)+i[fla)+f(a+n— 1)]. 

2° Conformément à la méthode de M. Poncelet, menons les tan- 
gentes aux points B, G, D, , N. Prolongeons la première jus- 
qu'aux ordonnées passant par les milieux de A'B' et de B'C ; prolon- 
geons la deuxième tangente jusqu'à cette deuxième ordonnée et 

(*) Manuel des candidats à V École polytechnique, t. n, p. 393. 
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jusqu'à celle qui passe au milieu de C'D', etc. En faisant la somme 
des trapèzes ainsi déterminés, nous aurons 

«,+«,+ + «„-,< F (o+n— I)— F(o+i), 

ou S B < F (o+«— !)— F(a+ 5) +ffa)+fta+n—l). 

80. Théorème XXI. 

S„>F(a+n-l)-F(a)+|[/(a)+/(a+«-i)], i 

î i \ (D) 

S h <F(o+n-l)-F(a)+i[Afl)+/ta+n-l)]-|[r(a)-r(«-H«-i)].) 

Démonstration. Soit ATT'A' le trapèze déterminé par la tangente 
en A, l'ordonnée au milieu de A'B', etc. On a, en désignant par f'(a) 
la dérivée de /(«), 

TT'=« 1 +|f(a); 
donc ATTA'^l^+lf (<»)]* 

puis | ttl+ * r( a)<F(a+i)-F(a). 

On trouverait, de la même manière, 

|t*„~|r(o+«-l)<F(a+n-l)-F(a+n-|). 
Ces deux inégalités, combinées avec 

u t + u 9 + +w«-i<F(a+n— I)— F(a+^), 

donnent 

S„<F(a+n-l)-F(a)+i^ 

81. Remarque. La limite de Terreur résultant des formules (D) 
est 

Mcrw-rca+n-i)}. 

82. LrçMME. Si f(or) est une fonction positive et indéfiniment dé- 
croissante, dont la première dérivée soit croissante et dont h seconde 
dérivée soit décroissante, on aura 

/•(a^)_/(«+ k)+ 2*f (*)> 0. 
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Démonstration. Représentons par <f(h) le premier membre; nous 
aurons 

Par de simples considérations géométriques, on par Ita premières no- 
tions sur les dérivées, on trouve 

f(*+*)=n*)+v(*+tt), 
r(«-*)=rw-*r(—^ o* 

9, O x étant des quantités comprises entre et 1 . Conséquemment 

?W=NT(»-»i*)-r(«+tt)]; 

ou, d'après l'une des hypothèses précédentes, 

?'(*)> 0. 

La fonction y(h) est donc croissante. D'ailleurs, elle s'annule avec h; 
donc, etc. 

83. Corollaire I. Les points A, B, C ayant pour abscisses x — h, 
a, x+h, l'angle aigu formé par la tangente TBS et par Taxe 0* est 
plus petit que l'angle aigu formé par cet axe et par la corde AC. 




En effet, l'inégalité précédente équivaut à 

-m< flœ - h) - fix+h) . 



2A 



84. Corollaire II. Si, par les points A, B, C, on fait passer une 
parabole dont l'axe soit parallèle à Oy, la partie de cette courbe située 



(*) Chacune de ces inégalités exprime ce fait géométrique ; La droite qui joint le* em- 
trémités d'un arc de courbe est parallèle à Ut tangente en un certain point de cet are. 
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entre A et B sera au-dessus de AB, et l'aie de la même courbe, situé 
entre B et C, sera au-dessous de BC (*). 
85. Théoikm XXn. 

Démonstration. 1° te second corollaire donne (**) 
â«,+|«,-^«i <F(a+2)-F(a+l). 
!£«*+%»>-&"* <F(a+3)-F(a+2), 

1 !«,+!tt„-,-^u^<F(a+n-l)-F(a+n~-2); 
d'où, en ajoutant et réduisant, 

2* Le même corollaire donne aussi : 

^ «, + fu,-^ «* >F(a+2)-F(a+l), 
^ «* + h-& * >F(a+3)-F(a+2), 

^,+1^— lti IH . É >F(a+ii-i)-F(a+ fi-2) j 

etc. 

86. Remarque. L'erreur qui'résulte de l'emploi des formules (E) 
est inférieure à 

7=^( u i— 2t*»+ti 8 )— A( w »-i— 2«„+w n+1 ), 



(E) 



(*) Pour abréger, nous supprimons la démonstration : elle ne présente aucune difficulté 
si l'on a égard aux hypothèses ci-dessus (82), et si, au moyen de la formule d'interpo- 
lation de Lagrange, on écrit l'équation de la parabole. 

(**) Nouvelles Annales de Mathématiques, t. X, p. *!*• 
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et, à pins forte raison, inférieure à 

3=±(u t -2u t +» t ) (*). 

87. Résumé dbs théorèmes précédents. S„ représentant la somme 
des n premiers termes de la série 

f{a)+f[a+l)+([a+2)+ +/(o+n— 1)+ 

et F(i) étant la fonction primitive de la fonction f(x), laquelle est sup- 
posée positive et indéfiniment décroissante, on a : 

l«S„>F(a+n)— F(a), 



&,<F(a-Hn)-F(a)+/ , (a)— A«+«); )® 
2-S.>F(a-4-n-i)— F(a)+|[Aa)+/(«+n-l)], ) 

S.<¥(a+r^)-V[o+\)+f(a)+f(a+n-i); j 

3»S.>F(a+n— l)-F(a)+|[/la)-f-Aa+»-*)] , 
&<F(a+n-i)-F(a)+|[Aa)+/ , («+n-l)]- I [/'(a)-r( a +n-i)] ; 

VS.>F(a+n-l)-F(a+lH-/l[a)+lA«+l)- 1 i/i[a+2)+â^ a ^- | )- , -^ a+B )') 
S<F(a4*-*)-F(fl+l)+gA«)+^A«+*)- 1 iA«+n^-2)-l-îâ/'(«+»«--l). j 

Application*. 

. 88. I. Évaluer la somme des 1000 premiers termes de la série 
harmonique. 
On a, à moins d'une nnité du septième ordre, 
S 14)oo =7,4854709 (")• 

(*) En effet, la courbe ABC...NP (79) étant convexe vers Taxe des abscisses, on a 

OU «*-l— 8t#iH-t4iH-l>0. 

Qn peat remarquer, en outre, que 8 représente te douzième de Yaire du parallélo- 
gramme déterminé par les ordonnées AA', CC, la corde AG et la parallèle à cette corde 
menée par le point B. 

Ajoutons enfin que , les formules précédentes pouvant être variées de bien des ma- 
nières, nous avons essayé de les présenter sous la forme la plus simple possible. 

(**) Comptes rendus de l'Académie des sciences, séance du 92 septembre 1856. 
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Gela posé : 

1° Les formules (B) donnent : 

s 1000 >ziooi, Slooo </iooi+i- î l ïf 

ou 

S 1O00 >6,9077553, S 1000 <7,9067563 ; 
2° Les formules (C) : 

S 10 oo>'1000 + 5l,001, S 1000 <M999— 13+1,001, 

ou 

S 1000 > 7,408 255 28, S looa <7,502 79005; 

3° Les formules (D) : 

S 1000 >7,40825528, S 1000 <7,408255 28+^1—^], 

ou 
S 1#00 >7,40825528, S saod < 7,533 25528; 

k° Les formules (E) : 

8 1 „.>HOOO-l»+H 1 l-l + |.0.001+àïBÎ» 
S 1#0 o</1000-/2 + i| + ^-^. ^+1.0,001, 
ou 

S 1000 >7,47899691, S 1000 < 7,50677468. 

89. Remarque. Dans cet exemple, les résultats les plus approchés 
ont été donné» par la seconde des formules (C) et par la première des 
formules (E). Si Ton adopte ces deux formules, on aura donc ce non* 
veau système : 

A partir d'une valeur suffisamment grande de n, la limite de l'er- 
♦ reur commise sera, très-sensiblement, 

c=F(«4-l)-F(a~l)-l/(a4-l)+à/(«+2) (*). 

(*) En effet, tfrolF(a-H*-l)— vla-r-n — ) f=0, lors même que la série est divergente. 
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90. II. Évaluer 

*— TZ + 77 + 72 • 



'10 ^11 12^ "1000* 

Si, dans les formules (F), on fait /{o) = j^ , n=t 1000, on obtient 

s>nooo-ni+04+^.i-^ + â.o,ooi+ 1 V^ 

S</1999— 121 + 0,101, 
ou 

S> 4,656 445 79, S < 4,656 879 90. 

91. Remarque. Si à chacun de ces deux nombre* on ajoute 
1+1+7+ +g, on aura deux limites entre lesquelles seront 

comprises S looov et ces limites seront beaucoup plus approchées que 
les premières. Or, 

1+ 5-+'5 + î + 5+J+? + 5 + 1 9 = 2 ' 82896825 > 



donc S m# >7,4854l404, S 1000 < 7,485 848 id. 

92. III. Entre quelles limites est comprise la somme 

s * . « ■ +_ JL_ ? 

1000001^1000002^ ^2 000 000 

Les formules (D) donnent : 
S>J2000000- II 000001 +^-^5^ +'iôôolÔô]. 
S</2000000— H000001+2[ i00000i + 20000 ^J+g^ 2000000*J 

ou S> 0,693 146 930559 945, S<0,693 146 930 560 039. 

On a donc ainsi , avec treize décimales exactes , la valeur du 
deuxième million de termes de la série harmonique. 

93. IV. Évaluer 

ôf| —ï "*■ 9 ^i6^ T i»+ir 

1° En prenant f(x)=-^, on a 
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donc, par les formules (D), 

o ^ » , i i(n+t) i ira *om) -i 

^n^al-â n+1 n+l^lU^n+i _T 

s .^ l2 i * l ( n+i ) * lrf2 f(n4-<h tr i— Ht l-2I(n+l) -| 

*»„< 2 -t"2 n+1 n+l+sL*" 1 ' n+l J 8L 8 (n+l)* J' 

et 

c'est-à-dire 

S>0,933 216 99 S<0,939 25284. 

2° Les formules (E) donnent 

-^ 3 ~'~3- h 4 + 12 9 42 16' ^ 3 ~*~Z~*~i2 à + 12 9 ' 
OU 

8 >S»+i»+|. s <i>+i< 2 +l 

ou enfin 

S> 0,936 810 23 , S< 0,938 127 34 ; 

donc, à moins de 0,002, 

94. V. Évaluer 



S= 0,937. 



1 J 
5 — -i-i : 



+ 



V exposant p étant supposé plus grand que V unité. 
A cause de /(#)== arj, on a 

donc 



S "> fT\ Ls=ï~~(a+n)P-» J ' S »<p^ï L(a-1 )p-i ~~ (a+n-1 )p-i J ' W 

S n>^L^ :: ï — (a+n)J-J• S " < ^îLFï— (H+»ji=î]+5"p~ (^F^î ( B ) 

*- > p— 1 Lâ^ï (a+n—1 )P-»J + iLâp~'~ (a+n— 1)pJ ' 
o^_L_r__J j T_, 1 , 1 } (C) 
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Sw< "p=ÎLai^ (a+n-l^J^La* ' (aH-n-i)pJ + 8 P LS+î — (a+n-i)H*r ) 

etc. Ces formules peuvent servir à calculer, avec une approximation 
plus ou moins grande, soit les sommes des puissances semblables né- 
gatives d'un certain nombre de termes appartenant à la suite naturelle, 
soit les limites vers lesquelles tendent ces sommes. Par exemple , les 
formules (D) donnent 

l,3737>i+i+ +JL> 0,9987; 

95. Remarques. I. On voit que la somme des cubes des inverses des 

il 
nombres naturels est comprise entre 1 et — . Par d'autres méthodes 

on trouve, pour valeur de cette somme, le nombre 

1,202 056 (*). 

II. Si, dans les formules du numéro précédent, on changeait p en 
— p, on pourrait les faire servir, moyennant certaines modifica- 
tions (**), au calcul de la somme des puissances semblables et positives 
des nombres naturels (***). Il est vrai que les résultats seraient géné- 
ralement peu approchés» 

Digression sur les séries divergentes. 

96. Nous avons fait voir, dans le chapitre II (9), que la somme 
<Fun nombre indéfiniment grand de termes consécutifs, appartenant à 
une série divergente, peut, dans certains cas, avoir pour limite zéro. À 
plus forte raison, cette somme peut tendre vers une limite finie, 
s'il existe, entre le nombre n de ces termes et le rang a du premier 



(*) Lacroii, t. Hï, p. 149. 

(**) Par exemple, dans la formule (A) on devrait changer > en <. 

(*") Voyez, sur ce sujet, les Nouvelles Annales de Mathématiques, t. VX, p. 230. 
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d'entre eux, une relation convenablement choisie. Le Théorème XIX 
entraine, en effet, la proposition suivante : 

97. Théorème XXIII. Si le nombre entier n est une fonction don- 
née du nombre entier a, qui devienne infinie en même temps que a, et 
si la différence F(a+n) — F(a) tend vers une limite À lorsque a crott 
indéfiniment, on a 

lim[f{a)+f(a+l)+ +fl<H-n~ i)]=Ji. 

98. Applications. I. Soient 

p et q étant deux nombres entiers donnés, On aura 

F(a)=Za+C, 

F(a+n)-F(a)=i(p+|), *=**; 
donc 

En particulier 

*&+&+ +*èiH 2 - 

n. Soient 

faHÊ' n = a%, > 

d'où F(a)=M<H-«, 



,<(<H-o")_ f ^ \ al . 



F(a+,.K«)=> , T=» £ 

puis A= {2 et 

hm blto" , *"(fl+iW«-H)' + ' + (a a +a-l)l(a a +a~l)J =e "• 

III. Soient, enfin, 

6 étast un sombre entier. 
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Ces hypothèses donnent 

¥(x)= 2J/2+C, F(<H-n)— F(o)=*2 ; 
donc 

99. Remarque. A cause des formules (B) du numéro 77, on a 
_L, _! |_ j 1—^2 

•P+T^T 4 " + >/b'+& <2+ W+Û 7 

ce qui est assez curieux. 



• CHAPITRE V. 

DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIES. 

100. Etant donnée une fonction d'une on de plusieurs variables, 
m f(&> y* &> )* on peut se proposer de la développer en série, ou de 

trouver une série convergente 

u t +u % 4-« 3 + +«»4- 

qui ait pour limite f(x, y, z, ). Par exemple, le développement de 

- — , ordonné suivant les puissances entières et positives de x, est 

H-tf+af+aM- : 

en effet, lorsque cette série est convergente, elle a pour limite r~. 

101. Remarque. Une même fonction peut admettre plusieurs déve- 
loppements (*) : la fonction - — , égale à 

est développable aussi suivant la série 






i-H» ' (l+œ)(l+2a>) ' (H-»)(H-to)(l+3a) 
lorsque x est positif et plus petit que 1 (**). 

102. Parmi les développements dont une fonction est susceptible, 
celui qui procède suivant les puissances entières et positives d'une 
variable, étant ordinairement le plus simple (***), est aussi celui que 



(*) Et même une infinité de développements. 
(**) Ceci résulte de ce que Ton a vu ci-dessus (59, 1). 

(**") Il est essentiel d'observer qu'un* fonction d'une variable x n'est pas toujours déve- 
loppable suivant les puissances entières et positives de x. Par exemple, on ne saurait avoir 

log x= A-*- Ba?+ Ca?M- Do; 8 -4- 

A, B, C, D, étant des constantes. En effet, cette équation se réduirait, pour #=0, à 

— oo= A. 
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l'on cherche presque toujours, de préférence à tous les autres. Les 
propositions suivantes servent à résoudre les questions les plus im- 
portantes, relatives à ce genre de développement. 



Théorème de Taylor. 

103. On sait que, f[x) étant une fonction entière, du degré m, on 
a, quel que soit l'accroissement h, 

Lorsque f[x) est une fonction quelconque, cette relation doit être 
modifiée ainsi qu'il suit : 

104. Théorèmb XXIV (Théorème de Taylor) '. Si f^z) reste finie 
et continue pour toutes les valeurs de z comprises entre x et x-f-h, on a 

p étant un nombre pris arbitrairement entre et n, et 6 étant un 
nombre inconnu, compris entre et 1. 

Démonstration. Représentons par R le reste que Ton obtient en re- 
tranchant de f[x-{-h) la somme des n+1 premiers termes du se- 
cond membre : il s'agit de prouver que 

En remplaçant x par a — A, on a d'abord 
R=/(a)-/l a -A)-^^r(^H.».-i^r , («-»)=9(% (3) 



(*) Cette forme du reste, qui comprend les deux formes ordinaires 



1.2 fi(n-t-l) v t.i n 



f*+i(a?-f-to), 



a été donnée par M. Edouard Hoche {Journal de Liou ville, t. XXIII, p. 971). Elle est com- 
prise elle-même dans une expression très-générale» due à M. Schlomilch, que nous fe- 
rons connaître. 
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d'où, en prenant la dérivée par rapport a h : 

*=?>)=f(«-ft)+îf(«-h)^ 



c'est-à-dire 



?'( fc )=ï£,/* +1 (*-fr)- (*) 



D'un autre côté, l'égalité (3) donne 

? (0) = 0. (5) 

Conséquemment, il s'agit de déterminer la fonction <f(h) y s'il est pos- 
sible, par la connaissance de sa dérivée et par la condition (5). A cet 
effet, nous démontrerons d'abord la proposition suivante (*). 

105. Lemme. Si les fondions <f(x), <f'(x), <|*(*)i ty\x) restent finies 
et continues depuis x = a jusqu'à x=b, et que la fonction <J/(x) ne 
s 9 annule pas dans cet intervalle, on a 

q>(6)-y(q) f '[g+ $ (b-a)] . . 

t étant un nombre inconnu, compris entre Oetl. 
Démonstration. Soit la fonction 

d'après les hypothèses précédentes, elle est continue, aussi bien que 
sa dérivée, depuis a; = a jusqu'à x=b. Or, 

F(a)= ? (&H(a)-<K&) 9 (a), F(&)=- 9 (a)<K&)+<Kfl)#)=F(a). 
Par conséquent, F'(o?) s'annule au moins une fois, entre a?=a et 
x=b; ou, ce qui est équivalent, l'équation F'(a*)=0 a au moins 
une racine comprise entre a et 6. C'est précisément ce qu'exprime la 
relation (6) : cette relation est donc démontrée. 

106. Dans la formule (6), supposons, successivement, 

a=0, b = h, ty(x)=aP+ l , e = l— 0; 
(*) Cette marche a été indiquée par M. Schlômilch {Journal deUouville, m>y. 1859). 
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nous obtiendrons les corollaires suivants : 

#)=#) + *^*'M. (7) 

#)=?(0) + ^?'M. (8) 

9(*)=?(°)+(^fri)?9'[(l--«)A]. (•) 

qui vont nous servir à compléter la démonstration du jThéorème de 
Taylor. 

107. En effet, les équations (3), (4), (5) donnent 

oo, en remettant m au lieu de a — h, 

ce qui est précisément l'équation (2). 

108. Remarques. I. Si le reste R tend vers zéro lorsque n crott in- 
définiment, on a 

t{x+h)= f(x)+* i r(*)+£ ï f'w+ +n^fw+ < A ) 

H. Pour que cette égalité ait lieu, ou que /[#+ft) soit dévelop- 
pable suivant la série de Taylor, la valeur attribuée à x ne doit rendre 
infinie ni f[x) ni aucune de ses dérivées. En même temps, l'accrois* 
sèment h doit être suffisamment petit. 

III. Si, dan» la formule (2), on suppose, successivement, ps=n, p=0, 
on obtient 

R =ixd^H5^'(«+9*). (<o) 

Ces deux formes du reste sont très-fréquemment employées. 

IV. Au lieu de supposer la fonction <\>(x) égale à x^\ laissons-la 
complètement arbitraire ; nous aurons, par les équations (7), (4), (5), 
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ou 

Dans cette expression très-générale du reste de la série de Taylor (*) , 
la fonction arbitraire <\>(x) est assujettie seulement à ces deux condi- 
tions : 1° elle doit rester 6nie et continue depuis x=0 jusqu'à x=z h; 
2° sa dérivée <}/(#) doit, dans le même intervalle, rester finie, continue 
et différente de zéro. 



Strie de Mao-burin. 

109. Théo&ème XXV. Une fonction quelconque est développable 
suivant la série de Mac-Laurin : 

/w=rto)+ïr(o)+£rt<>)+ + _£_ r(0 )+ ( B ) 

si la quantité 

tend vers zéro lorsque n croit indéfiniment. 

Démonstration. En supposant x=0 dans la formule de Taylor, et 
remplaçant ensuite la lettre h par la lettre x, on obtient 

/( «)= rt o) + îf(o) + Sr(o)+.....+ r £ r /(o) + ^i^r'M ! 

etc. 

110. Remarques. 1. L'énoncé et la démonstration du dernier 
théorème supposent que f[x) et toutes ses dérivées restent finies et 
continues pour a?=0. Si le contraire arrivait, on remplacerait la 
formule (4) par celle-ci : 

/(•)-/(«)+ î rr(«H J Trrw+ +£EL>(«)+ .a*) 

que Ton obtient en changeant x en a et h en x—a dans la série de 
Taylor. 

O DueàM.Schi5milch. 
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IL Ia série de Mac-Laurin, supposée convergente, peut ri avoir pas 
pour limite f (x). Pour le faire voir, prenons 

f{x) =9(a?)+e*', 

y(x) étant une fonction qui reste finie et continue, ainsi que ses dé- 
rivées, pour £=0. Il est facile de reconnaître que la fonction expo- 

-i. 
nentielle e* et toutes ses dérivées s'annulent avec x. Si donc Ton 

appliquait la formule (4) au développement de f[x) % on trouverait 
i 



? (aO+VWo)+rW)+S"(°) + + ï£zï* n (°> 



OU 



i 



?(#)+/=?(#); 
ce qui est absurde. 

AppUeationt des théories préeédentei. 

111. FotMDLEDU binôme. 1* Si l'on suppose f[x)={t -h x) m , la 
série de Mac-Laurin devient 

in ^l*^ 1.2 *^ ^ 1.2 n •*-!-•• 

Elle est convergente lorsque x est compris entre +1 et — 1 (15, III); 
mais, afin de savoir si elle a pour limite (l+x) m , il est essentiel* de 
former l'expression du reste. Or, la formule (10) donne 

R = m( T^:::(;y a!, ' + •( l + ea! ) m - B - , 

m(m— 1) (m— t+1) , (i—wQa? (t-H-Tn)as (n- typas 1 

==±: 1.2 î ;f x "^T- t+ 2 »H-1 x (i+ea?)«-H--* ' 

t étant le nombre entier immédiatement supérieur à m. 
Cela posé, si « est positif et moindre que l'unité, le produit 

(t— m)x (t-H--ffl)a? (n— m)x 

H-i * «4-2 »H-1 f 
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L il»»»» 

x*+ l 

R ~i.t (n+l)**' 

que soit ia valeur attribuée à x, le ternie général rr— a 

~*aiMT= *•* n 

.ite zéro (15, 1) ; donc il en est de même du reste R, attendu 
nrteur e %x est nécessairement fini. Par suite, 

>. Développement de sina. De /(a&)=sin# on déduit 

,r)=cosa;, r( x ) = — s ' na? > r^) 1 ^ — «>sx, 
■ v ;«)=sin «=/(*), /»=/'(*) ; 



o, /'(o)=i. /»=<>, no)=-i* r ? (o)=o. 



— *~ i. 2 3^1. 2.3.4.5 ± t.2...(2n-.4) :F ÎT...(2n+1) COS ^ # 

.a fraction . > a pour limite zéro; de plus, cos(ôa?) est 

npris entre — 1 et +t. Par conséquent, 

sina . = ^_+___ ± ____ T (F) 

uelle que soit la valeur de x. 

114. Développement de cos#. On trouve, absolument de la raérae 
manière, 

s x % , x* . x**-* ,_ N 

cosz=l-_+— ,- ±_ L ___ q : (G) 

115. Remarque. Si, dans le développement de **, on change x 
en se)/— ï, on obtient 

1+ 1 K * 1.2 1.2.3 K 1 + 1.2.3.4^1.2.3.4.5 K * 

La partie réelle de cette série est égale au développement de cos£, 
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et les coefficients de K— 1 forment le développement de sinx. On ex- 
prime ce résultat par V équation symbolique 

e xV=î = cos#+|/ — 1 sin x y 
dont les conséquences sont excessivement nombreuses (*). 

116. Développement de I (1-f-x). Si, dons la formule de [Mac- 
Laurin, nous supposons f(x)=l(l+ x), nous aurons 

f(*)=1.2(l+4 f(s)=±i.2 (»_1)(1+*)" 

puis 

flo)=o, no)=i, r(o)=-i, 

r(0)=1.2, /*(0)=±i,2 (n-i); 

par conséquent, 

J(l + »)=-- ï + _ ±-+R, 

_ 1/05 \»+l 

avec R=T _(_j , 

à cause de la formule (5). 
Nous savons (15) que la série 

X X* , 05* , CD* 

Ï-7 + T- ^ 



est convergente lorsque l'on a 

x> — 1, x<l, 
et qu'elle est divergente dans tout autre cas. Cela posé : 

1° Si la valeur de i est comprise entre et 1, inclusivement, la 

(*) Par exemple, si l'ou élève les deux membres à une puissance quelconque », et 
qu'ensuite on y remplace x par nx f on obtient 

«"^^"^rscosnaj-f- V— i sîn wse; 
donc 

(cos aj+ v/^Tsin #)*=: ços nx+ V^i sin »rr. 

Cette relation constitue la formule de Moivre. 
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quantité ( — jr] * n ® surpasse pas l'unité (*) ; de plus, — - diminue 

indéfiniment. Donc 

KmR=0, 
et 

t/ - . x CC* . CD 5 X 4 , ,05* /„* 

l(l+x)=x— -g +-3— j+ ± T T W 

T— -1 

n'ayant plus de limite nécessaire, on doit, comme pour le dévelop- 
pement de (l+x) m (111, 2°) , recourir à la seconde forme du reste. 
On obtient ainsi (108, III), après avoir changé x en — x : 

R=*^(i-*)» ? dL_ 

_ x Ix — *x\* 

A cause de 

x — 0a;<l — Ox, 
le second facteur tend vers zéro quand n augmente. Et comme le pre- 
mier facteur a une valeur finie, 

itm R=0. 
Conséquemment, 

_i(i-*)=*+! + ! + +^ n + (0 

pour les valeurs de x comprises entre OeM. 

117. Remarque. Si, dans les formules (H), (I), on suppose #=1, 
on trouve 

10_l_i.i_I.I_i. 

et +oo = l + I+i+i+i4- 



Ce dernier résultat, qui pourrait aervir à prouver la divergence de 
la série harmonique, montre aussi que l'équation (I) subsiste encore 
lorsque rc=l, 

(*) En général, celle fraction tend vers zéro lorsque n augmente. 
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118. Développement de &Tdgx. De f(x) = arc tg x on tire 

mais les calculs se compliquent bientôt, de manière à déguiser la loi 
suivant laquelle procèdent les dérivées (*). Pour la mettre en évidence, 
il suffit de faire attention que 

^)^[r^7^+id^î]=i[( 1 +^ :::ï )- 1 +(i-^= : r)- , J. 

En effet, cette décomposition donne 

f(x) =_i.i.^=ï[(i+a ! »^=î)-»_(l- a; K=r)- a ]; 
n*)=H4 1 - 2 -(*^)'[( 1 +*^)- î +( 1 -^ z ^)- î ]; 

et, en général, 

/*( f )=i.i.2.3 (i^i)H/^r'[a 

le signe + se rapportant au cas de n impair. 
Par suite, 

f(0)=l, /*( )=0, f r (0)=-1.2, T(0)=0, 

f(0)=+1.2.3.4, /*(0)=± 1.2.3 (n—i) 

(n étant impair) ; puis 

x* ac* ce* 

arctgaj=# — y+'Y — ± — hR> 

R =j(-- l/=i ) B ^[( 1 + 0a: ^ :=:r )""- 1 -(i-^^-ïr''- 1 ]. 

119. La série 

a? 5 ce* •j_ £Ctt — 

Su mm ^ "jr* *t" "77* ■ • • • • • _L. *~~ -4- • • • • • 
3 5 91 

est convergente lorsque la valeur absolue de x ne surpasse pas Tu-» 



(*) Néanmoins, si Ton pose f[x)^sy 9 et si Ton observe que ^costy, on obtient 

aisément 

^(o5)=t/(»)=si.2.3 (n— 1) cos*y cosfny-*--^- *) . 
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nité; par conséquent, elle représentera orctg# si itmR=0. Sous 
sa forme actuelle, on ne voit pas clairement que le reste R jouisse 
de cette propriété ; mais, si l'on pose 

l=pcosi, 0#=psinA, 

et si Ton a égard à la formule de Moivre (115) :. 

(cosA+V— 1 sin X)P=cosp>+|/ — 1 sinpA, 

_, g»H 8ip(rH-l)x m 
on obtient R= ± ^^ ^g ; 



donc 
et 



KmR=0, 



ce ce» t a? x* . ,x n /wrN 

ire tg«= T - 7 + - T - T + ±- T (K) 

120. Remarque. On voit, par cet exemple, que la formata de 
Ifac-Laurjn se prête assez difficilement au développement des fonctions 
algébriques fractionnaires (*). Nous indiquerons bientôt d'autres pro- 
cédés plus commodes; mais nous appliquerons encore la méthode pré- 
cédente à une question particulière. 

121. Problème. Développer, suivant les puis$ance$ entières et po- 
sitives de j, la fraction 

3 A 

Solution. Cette fraction se décompose (**) en — = — . Or, 



lorsque x est plus petit que 2 (***) : 

5 _5/ t r « + * + g + 



1 \jW 


2- 


X 


3- 


-03 


an*- 1 


+ . 




.); 





(*) La fonction arc tg x est transcendante ; fiais il est clair que la difficulté signalée 
ici tient uniquement à ce que la formule en question ne s'applique pas aisément au dé- 
veloppement de ; 



1-1-»* 

(**) Manuel des candidat* à V École polytechnique, t. I«, p. i35. 
(***) En valeur absolue. 
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et, si x est moindre que 3 : 

cH(M-i+5+S+ +£+ )• 

Conséquemment, 

^=(H)+(i-é)*+ +M*~+ 

pourvu que la variable x soit comprise entre +2 et — 2 (exclusive- 
ment). 

Si, par exemple, on suppose #=^1, on a 

HH)+(i-â)+ +M+ 

Séries récurrentes. 

128L Définitions. 1° Une série 

Ao+A^+A^'^- + An-irt l ~ i +A n ocP+ (1) 

est dite récurrente, lorsque 

A„+«iA B _ 1 +a 1 A n _ 2 + + *khn-k—O m > (2) 

a x% <x t , * k et h étant des constantes. 

2° L'équation (2) est F échelle de relation de la série (*). 

3° Enfin, suivant que le nombre fc=l , 2, 3, , la série est du 

premier ordre, du deuxième ordre, du troisième ordre (**), etc. 
123. Remarque. L'équation (1) peut être écrite ainsi : 

A„x n =— A,,.!**" 1 .»!*— A^aa^"- 2 .».^— — A.*-*^-**^. 

Elle exprime donc qu'un terme quelconque d'une série récurrente est 
égal à la somme des k termes précédents, respectivement multipliés par 
des constantes. Cette propriété caractéristique est souvent prise pour 
définition. 



(*) La plupart des auteurs disent ; a L'échelle de relation d'une série récurrente est a a , 

a t , , «*. » Nous n'avons pas cru devoir adopter cette définition. 

(**) Toute série récurrente du premier ordre est une progression par quotient. 
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124. Théorème XXVI. Toute fraction rationnelle ~ est dévelop- 
fable suivant une série récurrente, dont V ordre est égal au degré de 

m o- 

Démonstration. 1° Si l'on décompose —■ en fractions simples, on 

pourra développer chacune d'elles en série convergente (**)• D'ail- 
leurs , 2a somme de plusieurs séries convergentes est encore une série 
convergente (***) ; donc la fraction proposée est développable en une 
série convergente de la forme (1) (****). 
2° Gela posé, de 

Ç£=k.+k l x+k % *+ +À n _ 1 tf'-'+À w a''+ , (3) 

on conclut 

f{x)=[k +A ± x+A t x 1 + +A n „ i x n - i k n &+ ]¥(x); 

puis, en supposant 

¥(x) = l + a ± x+a % &'+- •+•«*#*, 

et en identifiant les deux membres : 

An+k n ^a % + +A n . ik a k =0; (4) 

pour n>fc; etc. (*""). 



(*) Il est sous-entendu que la fraction est irréductible; que le degré du dénominateur 
surpasse celui du numérateur; qu'aucun des deux termes n'est divisible para;; etc. 

(**) Les fractions de la forme produisent des progressions par quotient; les 

autres se développent par la formule du binôme (111). 

(***) Pour démontrer rigoureusement cette proposition, il suffirait de considérer les 
restes des premières séries. 

(****) Tout ceci suppose, bien entendu, que x est compris dans deux limites conve- 
nables. 

(*•***) On voit que nous traitons la série convergente contenue dans le second membre 
de l'équation (3) comme un véritable polynôme. Pour légitimer complètement cette ma- 
nière d'agir, on pourrait poser 

jrp;== Ao-+- A,aH- A t «M- + Àas*-*- ?n+i{x)x*+*, 

en représentant par p«+i(&) «na fonction qui ne devient pas infinie pour a?=0 : ceci ré- 
sulte du fait de la division de f{x) par F(#). 
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12î$. Théo*è*bXXVII. Réciproquement, toute série récurrente con- 
vergente, de la forme (1), a pour limite une fraction rationnelle 

S*+S*-i.*,s-+- -hS^-ifl*- 1 

1+<M?-f- +**r* * 

dans laquelle S k représente la somme des k premiers termes de la série. 
Démonstration. En faisant, dans l'équation (2), 

n = ft, n = *-f-l, n = fc+2, n=k+l, 

on obtient 

A* «* 4-A/k-iB*- 1 .a t x+ 4-A .«^=0, 

A/n-^+'+A* s* .«!#+ +A t « .«frf k =0, 

A^^a^+A^ia^ 4 - 1 .a t x+ +A,^ «*&*==(), 

A*+/^+A k+ ,«* + ^ 1 .a 1 OJ+ +Ai a?', **&*==<). 

Ces égalités donnent 

puis, comme les sommes S fc4 _ /4 _ M S^+j, S /+i ont, par hypothèse, 

une même limite S : 

SH-SM.««a?+ -hS^-iS*" 1 

1-f-VC-t- -+-* k x k 



Appliettion*. 

126. Problème I. Développer *kJ*, « * 
De 

l+a=(6— Ss+s'^A,^ 
on conclut 

1=6A , l=6A 1 -r5Ai f 0=6A r — 5A t + A , 

0= 6A„— 5A„_|«+- A«-î; 



CHAPITRE V, - DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIES. 75 

donc 

- 1 ▲ — H A —1? A _ 3w+2 ^ 2,H " 8 
A °~~6 % * — 6"' 1— 6* ' w 6^1 i 



lH-jî J .fia . 48x* . 
P™ 6-5o>+.^ = 6 + -6 r + "6r- + 

poiinm gw x loti compris entre — 2 et +2 (*). 
127. Problème II. Développer ^ » . 

On trouve 

1=2A , 0=aA ft — SA,; 
et, pour n>2 : 

2 A„— 2 A„_| H- An^^ ; 
donc 
A i A — i A — 1 A — A — * A — — 1 A — — — 

puis 

2-2*+^ 2^2*^ 4* 8* 8* 16*^32* 
^32*^64* J28* 

po^r to tufajrjdt i comprises entre — 1/2 et +^2 (exclusive- 

138. Remorque. On arrive plus rapidement au résultat, et Ton 
voit mieux la loi des coefficients, en multipliant par 2+2x+x s les. 
deux termes de la fraction. En effet, 

1 _ 2+2ag+a; M 2+2^+0?* 

2-2aH-x 1 » — (2+**) , -*r" — 4+a; 4 

=!(2 +2 , + ^)(i-J + --ï + .....). 

(*) Ces résultats s'accordent avec ce que Ton a vu ci-dessus (121). 

(**) Pour que le développement de soit convergent , a étant imaginaire, il faut 

a—x 

que le module de x soit inférieur au module de a. Le lecteur démontrera facilement cette 

proposition, s'il met a et x sous la forme 

?(cos a-hv/^Tsina). 
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ou 

2-ar+^~ 4 + T"" 1 "" 4 4» 4« 4»" + ' 4 S + 4 S + 4* ' etC ' 

129. Problème III. Développer * t 

La division du numérateur par le dénominateur donne, pour les 
premiers termes du développement, 1 — x*-\-2x\ D'ailleurs, Y échelle 
de relation est 

A„=— A n __j + A n _ s . 
Par conséquent > 
A 4 =— 2, A 5 =2+l=3, A 6 =— 3— 2=— 5, À 7 =5+2=7, 

A 8 =— 7— 3=— 10, À v =15, A 10 =— 22, A 11= 32 , 

puis 

i±^J=i_ a?+2x z — 2« 4 +3^— 5a 6 +7a 7 — 10a 8 + 15a: 9 

— 22# ,0 +32;c 11 — 

pourvu que x soit, en valeur absolue, inférieure à la plus petite racine 
positive de l'équation qui donne les modules des racines de V équation 
x 9 — x— 1=0 0. 

130. Remarque. Dans l'exemple I, ou dans le problème de la 
page 71, il a été facile de déterminer le terme général du dévelop- 
pement de la fraction, parce que Ton connaissait, ions forme finie, 
les facteurs du dénominateur. Il en est de même pour l'exemple II. 

(*) Si l'on pose 

05= p (cos a+ v/^T sin a), 
on obtient 

1+ p cos a — p* cos 3a =0, p sin a — p» sin 3a= 0. 
On peut remplacer ces équations par 

t=pM-p« - 2p*(i— 2sin*a), l=p*(3— 4sin»«). 
Celles-ci conduisent à p f +p*— 1=0, 

équation dont la racine positive est comprise entre 0,8688 et 0,8689. La série est donc 
convergente pour les valeurs de x comprises entre —0,8689 et +0,8689 (exclusivement). 
Ajoutons que les racines des équations 

a;*— a?— 1=0, p*H-p* — 1=0 
vériflent la relation o?=— -:. 
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Mais, si Ton se proposait d'assigner le terme général de la suite 

1, 0, —1, 2, —2, 3, —5, 7, —10, 15, 
on serait ramené à la résolution de l'équation irréductible 

x 1 — x— 1=0. 
La question peut donc être regardée comme à peu près insoluble (*). 

151. Problème IV, Développer ^ co ft s a , suivant les puis- 
sances de x. 

Solution. Le développement commence parl+cos0. D'ailleurs, 
l'échelle de relation étant 

A n — 2À n _ l cos6+ A n ^= 0, 
ou 

A w =A fl _ 1 2cos0— À n _ 2 , 

il en résulte qu'un terme quelconque du développement cherché est égal 
à la somme des deux termes qui le précèdent, respectivement multipliés 
par 2cos0 et par ( — 1). D'après les formules de Thomas Simpson, 
les cosinus des multiples de procèdent précisément suivant cette loi* 
Donc, à cause de 

A =l, A 1 =cos9, 
nous aurons 

A t =cos20, A,=cos30, , A B =cosn0, , 

et, par conséquent, 
i— scose ^i +xco$ q +x * COS 20+x*cqs36+ -+-s w cos n0H- , 



1— 2j?cos6+x* 

pour les valeurs de x comprises entre —1 «(4-1 (exclusivement). 

132. Remarque. Si, dans la dernière formule, on suppose #=cos0, 
on trouve cette relation assez remarquable : 

cos20+cos0cos30+cos f 0cos40+ +cos n - 1 0cos(n+l)0+ =— 1 (**), 



(*) Cependant, si l'on appelle a, 6, c les (rois racines de cette équation, on trouve, 
par un calcul que nous supprimons : 

1— a 1—6 _ . i— c 

* te+3 2M ^*C+3 

H £He est en défaut lorsque cosâ==fci (58). 
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153. Problème V. Trouver la fraction génératrice de là série té± 
currente 

1— x+x % — 2j5 3 -+-5a 4 — lla?'+23a? e — 48a? 7 H- «01a; 8 — ...... 

dans laquelle 

A n +2A„_i — A„__|=0. 

Solution. Cette fraction a la forme a +^™*+ d *\ (M 

D'ailleurs, si l'on multiplie par l+2# — x h les premiers termes de 
la série, et qu'on identifie le résultat avec a-t-bœ-\-$x t +dz*, on 
obtient 

a = l, 6 = 1, c=— 1, d=0. 

Par conséquent, pour des valeurs de x suffisamment petites (**), 



O La série étant régulière a partir de n=4 # le numérateur de la fraction génératrice 
est un polynôme du troisième degré, ou d'un degré inférieur. Si l'échelle de relation 
n'était applicable qu'à partir de n=j>, le degré du numérateur serait p— 1, au plus. 

(**) Cette restriction, sur laquelle on ne saurait trop insister, doit être fatle toutes les 
fois que Ton essaye de développer une fonction en série. Faute d'y avoir égard, on arrive 
à des résultais du genre de ceux que nous avons indiqués au commencement de ce 
Traité (4). 

Si, par exemple, on supposait x = 1 dans la dernière équation, on trouverait 

1— 1+1— «-1-5—114-83-48-4-101— = î, 

ce qui est complètement absurde. 

Remarquons encore que si, en cherchant le développement d'une fonction <?(&), on est 
conduit à une série qui soit divergente pour toutes les valeurs de x, il en résulte que la 
forme essayée est impossible. Euler a trouvé , pour le développement de la fonction (s\x) 
déterminée par les deux équations 

j. 

¥M=£fM, F'(s)=T6*, 
la série 

1.8— l.a.arH-l.a.S.o»— ±1.2.3 na^qp 

Qr, il est très-facile de reconnaître que cette série est toujours divergente (excepté pour 
x=0). Par conséquent, le résultat obtenu par ce grand Géomètre est inadmissible, aussi 
bien que l'égalité 

1—1. 2-+- 1. 2. 3- 1.2.3.4+ =0,4036» 637 7 , 

qu'il en a déduite. 
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134. Problème VI. Reconnaître si uns série est réourrenUt 
Solution. Supposons que, dans la série proposée : 

A,-fA 1 a?-hA t a;*+ +A„*"+ .,..., (1) 

le coefficient A* soit une fonction donnée de n (*), savoir : 

A„=?(«). (2) 

Si la série est récurrente, elle a pour somme une fraction inconnue 

^( 125 )' 0r ' 

f{œ)_^P B, yf C, , V' G* £% 

Y(x)~ ^1(6— »)*" r -A (c-cr)/" 1 " ^~*di [g—xy* 

en supposant 

F(*)=(0— b)P(œ— c)« (a>~ g)'. 

Si les diverse» fractions simples 

B» Cj G< 

étaient données, on pourrait les développer par la formule du binôme, 
et Ton aurait, par exemple, 

B » — B »Tl \ ix \ -t- 'fr*" 1 ) (t-f-n— l) s» i 

(6— x?~ 6*L - 1 "! 6"*" . 1.2 n 6" "*" J' 

Mais, par la théorie des combinaisons, 

t(H-1) (i+n-l) _ (n-H)(tH-2) f»-4-t— 1) ^ 

1.2...;.» _ 1.2 (t— 1) ' 

donc le coefficient de r- , dans V TftZTl' a P our va ' eur 

B. B, n+1 B, (n-H)(n+2) B p (n+1)(n+2) (w-Hp-1) ,«x 

6 -t- 6 «- ! "t- 6 » 1#2 "t" Ï- 6P 12 (p _|j >W 

c'est-à-dire une fonction entière de n, dont Je cfegrrf n* surpasse pas 

(p-i). 

D'un autre côté, une fonction entière de n, du degré (p — 1), es* 
toujours décomposable suivant la forme (3), c'est-à-dire que, <J/(n) 

(") Cette manière d'entendre la question est la seule qui nous paraisse admissible. 
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étant cette fonction, oh peut déterminer les coefficients B n B s , B p 

de manière à avoir, identiquement, 

B t B.fH-1 B p (n-H)(n-r-g) (*+p-l) ./ n) n ( t\ 

Par suite, pour que la série (1) *ott récurrente, il faut et il suffit que 
Von ait 

À n =B&-»4- Cc-»+ +Ggr*, 

b, c, g étant des constantes, et B, C, ,G étant des fonctions 

entières de n (**). 

135. Remarques. I. En augmentant d'une unité les degrés des 
fonctions B, C, ..... G, on a les exposants des facteurs 6 — x, c — x, 
g — x t dans le dénominateur de la fraction génératrice. 

II. Si le coefficient A„ est égal à une fonction entière de n, du degré 

p— 1, la fraction génératrice se réduit à ;/_ ^ (***). 
Soit, par exemple, 

À n =n 3 — 3n+l, 
auquel cas la série est 

l_s+3xM-19a 3 +53a 4 +lllx 5 + 

On trouve (133) pour fraction génératrice, ou pour somme de la série, 

1— tix*hiZx*—Zx* 
(I-*) 4 

(*) Si Ton suppose, successivement, n=— 1, n=— 2, n=— 3, , on obtient 

(**) Une autre solution de ce problème a été donnée par Lagrange. 

(**") Ce corollaire de la propriété précédente peut être démontré directement, d'une 
manière assez simple. 

La fonction entière An étant de degré p— 1, sa différence p« est nulle; donc l'échelle 
de relation est 

A w — - An— 14- — An-*— =k An-f>=0 ; 

et, par suite, le dénominateur de la fraction génératrice a pour valeur 



N 
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d« développement d'une fonction, an moyen du développement 
de U fonotion dérivée. 

136. Théorème XX Vin. Si, pour toutes les valeurs de x comprises 
entre et une quantité positive A (inclusivement) (*), on a 

?(x)=A t + A t x+A t rf + +kjp- l + , (1) 

on aura aussi 

F(*)=F(0)+A 1 «+jA t aP+jA f aP+ + £****+ , (2) 

pour les mimes valeurs de x. 

Démonstration. La série (1) est supposée convergente, c'est-à-dire 
que 

F'{x)=A t +A % x+A 9 x % + -hAntf-'+R», (3) 

R„ représentant une fonction qui tend vers zéro, lorsque n croit in- 
définiment, et que x est compris entre et X. 

Si Ton prend les fonctions primitives des deux membres, on aura 
donc 

V{x)=F{0)+A lL x+~A t x*+\A s x*+ + iA n &+<f{x,n), (4) 

en désignant par ?(#,n) une fonction qui a pour dérivée R„ , et qui 
s'annule avec x (**). 

Cela posé, cette fonction peut être regardée comme représentant 
Taire comprise entre Taxe des abscisses, la courbe qui a pour ordon- 
née R n , Taxe des ordonnées et une ordonnée quelconque, répondant 
à une valeur de x inférieure ou égale à X. Or, l'ordonnée R n a pour 
limite zéro; donc ç(x,n) converge aussi vers zéro. 

137. Remarques. I. Le théorème subsiste lorsque la série (1), 
convergente pour #<i, devient divergente quand x=k , pourvu que 



(*) On pourrait remplacer zéro etX par deux limites quelconques; mais l'équation (2) 
deviendrait un peu plus compliquée. Du reste, le cas général se réduit aisément au cas 
particulier. 

H Cette fonction o existe, car elle est la différence entre V(x) et le polynôme qui la 
précède. 

6 
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la série (2) soit encore convergente pour cette valeur de x. En effet, 
les den* membres de la formule (2j sont des fonctiou* ccwtiaue?» 
constamment égales; donc leurs limites, répondant à x=A, sont 
égales entre elles. 

IL Ce même théorème permet de développer en série toute fonction 
dont la dérivée est algébrique, beaucoup plus simplement qu'on ne le 
pourrait faire par l'application du théorème de Mac-Laurin (120). Les 
exemples suivants vont justifier cette assertion. 



Applical 

138. L Développement de 1(1 4-x). DeF(s)=/(l+a), on tire 

F'(s) 5=^=1— x+x*-~ **+. *«Pq:.-,.. M 

x étant compris entre et +1. Par conséquent, entre ces mêmes 
limites, 

1(1+.)=,-* + *- ±^ T : (A) 

QD n'ajoute pas de coastante, parce que {(1)=0, 

159. Remarque. La première série cesse d'être convergente lorsque 
x=l; mais, comme la seconde Test encore pour cette valeur de x, on a 

140. II. Développement de 1(1 — x). Changeait x en — x dans (A), 
on obtient 

-/(l-*)=a+£+£+ +££+ (») 

141 • III. Développement de arc tg#. La dérivée de cette fonction 
est 



4+ff' 

donc 



4 



«tg«=»-Ç+ï-ï+ ±£g,= (G) 



\ 
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On n'ajoute pas de constante, parce que le premier membre est sup- 
posé représenter le pins petit *rc dont U tangente est x. D'ailleurs, 
la série (G) cesse d'être convergente à partir de x=±l. 

142. IV, Développement de arc sin c« Cette fonction a peur dérivée 
£7«xjx. Or, par la fornule du btnAme (111)» 

pourvu que x soit compris entre — 1 et+1 (exclusivement), Ptr mite, 

etc. 

143. Remarque. La série (D), encore convergente pour £=1, 
donne 

De même, en faisant #=- , on trouve 

* — ■ ■ * i * 5 i *' 35 î i<5 ' 8 ' 7 I (F\ 

3 — 1 " + "8.3" i "a.l6.3 "*" 8.16.24.7 "'"«.îe.W.SÎ,»" 1 " * ' 

144. V. Développer la fonction tjui a pour dérivée 8 _ ftg+y f 
On a trouvé (128) 

D'ailleurs, 

l _ 1 

«I la dérivée de arctg (»— 1). Doue 

arctg(«— 1) 

De plus, 

arctg(-l)=s-J=«|C; 



7 
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donc enfin 

2arctg(a;— 1)+^ 

145. La série (G), qui est convergente entre a;==±|/'2 (127), 
pourrait servir, comme le développement (C) de arc tgg, à calculer 
lerapport de la circonférence au diamètre. Nous entrerons, à ce sujet, 
dans quelques détails. 

1° D'abord, si l'on suppose x= 1 , on a 

2° x=\f*2 donne 

aafetg(^a-i)+:=;+==|« 

ou, à cause de 

H-W-,+ = w 

3° En combinant les formules (6) et (c), on obtient facilement 

4\Z«78 7 ^9 15^17 23^25 • 

« ttIII 1,1 1 



4^2 8~3 5 + ll 13"*"l9 2Î' 



OU 



,=* 8 ( 1/2 _i)£ +5 i- + _!_ + _!_ 4 . ), M 

«=16( t /2+l)(J 5+î J i5 + i _!_ î+ _î_ + ). w 

4° Le premier membre de la formule (G) est la même chose que 
2[arctg(a;— l)+g=2[arctg(a;— l)+arçtgi] = 2arctg-^- ; 



■1 
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donc 

2arctg^ 

(a x* a*\ ta? x" a? \ [ s* x tù x" \ ,„, 

" - ll.l" H, 1.2" i "2.3/ U-5 4.6" H 8?7/ + ll6.9" + "i6.10 + 32.liy W 

5° Si, dans cette dernière équation, on fait £=»> on obtient 

arc tg| 

== (i.2 i ' 2.2» ' ^rl^x^^EJ^î^rWr 4 ' io.2»» + ff2"J — '" 

6° Dans la formule (H), changeons x en — x; nous aurons 

9 x x x* af a; 5 x* x 1 x 9 x i9 x" / K . 

JaFC g ïfcD~ Ï^ÏT'Ts"" 4T h 4^6""8?7 + 16.9 i6J0 + 52~H~'' , " î * ' 

et, en supposant 8=1, 

^3r"1.2 2.2"*~3.4 S.S^O 7.16^9.32 i0.32 + li.64 *l) 



arc 



La différence de forme entre les séries (f), (g) est assez remar- 
quable, surtout si Ton se rappelle que Ton a encore 

, l_l i_ , J L.L.JL 

arcig 3 — j 3.5*^-5.3» 7.3 7 ^"9.3 9— ' 

7* Dans la même formule (H), supposons x=-; nous aurons 

8° j=arctg-+arctg£=2arctgj+arctg-; donc 

4 ll.2^2.2 , ^3.2V \5.2 7T 6.2» M.2 10 / M9.2 ,r M0.2" Mi. 2"/ > 

-if 1 1 * 1 M f *-i f i-— h-f ' 1 ' 1 ' 1 - ~ u 

^\4.2* ' 2.2» ' 3.2 8 / ^5.2" ' 6.2 i5 ^7.2 l8 / n ^\9.2 M ^i0.2" ' ii.2 1 '/ 

Etc. f). 

146. VI. Développer la fonction F(x) cm a pour dérivée . a . 
(*) Qnelques-uns de ces résultats ont été donnés par Euler. 



f- 
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On trouve aisément F(x)=/(«-4-l // l-t-a?), en supposant F(0)^0. 
D'ailleurs, 

r(»)=^i-H^-i--î^+g^-gJrfM- ; 

donc 

/(x+KÏ+^= a! _ s L*'+ i |^._J^l»' + (L) 

147. Remarque. Si l'on change x en xV*-*\, on trouve 

c'est-à-dire, à cause du développement de arcsins (142) : 

^VC^ + /îir^) = jCrï arcsin x; 
ou encore, en supposant y= arc sin x : 

^Côsy-l-K— 1 smy)=yKH^I ; 
ce qui équivaut à la formule de Motvre (115). 

148. VIL Dtodbpptt In fonction dont la &ttWe t$t H»»-yi+* 

CD 

De 
on tire 

en supposant F(0)=0 (*). 

Le développement du radical donne ensuite 

(*) Pour remonter de la dérivée à la fonction primitive, on pose Vï+&=œ+%; oe 
q& 4ennc 

••"-*-* «V^ï-ïr-. f'(^^-[ih- 5 -— J,etc. 

On voit que cette transformation a pour effet 4t mdrt ratioaneUe la dérivée p tl Q W bc . 
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Donc 

n^-h^+ès-éà*'*^*- m 

149. Remarquée, f . En changeant x en — x dans la formule (L), 



on a 



De plus, 

i4*-Vî+5^r(*)t^ 

Par conséquent, 

2l!±^î+5=f-r( a j)4-l(VT+P-«}— (î+a-yï+ï 1 ) 

z 

_ 1 », i_ » 1.8 , , 1.3.8 , 

— *— a ,« -t-a.^* — a.4.6«* "^ÉTêX»* "" 

r . i . , 1.3 , . 1.3.5 T , i 

t 1 . 1 , 1.3 « 1.3 . 

II. Si l'on fait *=ol dans cette dernière formule, on trouve, après 
avoir changé tous les signes, 

K ^.4 ^ < * i *& * 5 <-S.» 1.5.5 1.5.8.7 1.5.5.7 # 

«_1 i^iT^a.^â.i.S 2.4.6* l 2.4.6.7 4 "2.-4.6.8* * 2.4.6.8.9 •"'• 

ce que Ton peut écrire ainsi : 

, 2=î 1 .1*5.9 1.3.5 . 1.5.5.7.17 1.5.5.7 4.5.5.7.9.21 , p x 

2*.5+2.4V5 â.4.6».7"*"2.4.6.8 1 .9 2.4.6.8'.9 + 2.4.6.8.10Ml ^ ' 
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CHAPITRE VL 

SOMMATION DES SÉRIES. 

150. Nous avons indiqué précédemment (Chap. III) plusieurs pro- 
cédés très-simples, et pour ainsi dire purement arithmétiques, qui 
permettent de sommer certaines séries. Nous allons exposer actuelle- 
ment, autant que le comporte la nature de cet ouvrage, quelques-unes 
des méthodes générales que les géomètres ont imaginées, dans le des- 
sein de résoudre le problème de la sommation des séries. Dans ce cha- 
pitre, nous serons obligé d'employer la notation infinitésimale, ce que 
nous avons évité jusqu'ici (*). 



(*) Voici, pour les jeunes lecteurs qui n'ont pas en main un Traité de Calcul intégral, 
les priacipes de cette notation : 

Sy dy 

lo si y=f\x), y'=f (a;)=ttm-£-, se représente par -— ; 

2° La partie principale de \y, c'est-à-dire tfbx, est appelée la différentielle de y : on la 
représente par dy; 

3° Lorsque x=y, Aî/=Aa?=<ty ,* en sorte que la différentielle de la fonction se réduit 
alors à l'accroissement de la variable indépendante : pour cette raison, ce dernier ac- 
croissement est généralement représenté par dœ ; 

4» Gonséquemment , le rapport des différentielles de y et de x, c'est-à-dire dy : cte, 

dp dy 

égale î/ ou -r- (1°). Autrement dit, dy=s—dx; 
dx ax 

5° F(x) étant la fonction primitive la plus générale de flx), on écrit F{x}z^ff[x)dx+C : 
le signe J\ initiale du mot somme, s'énonce somme de ou intégrale de. D'ailleurs , l'ad- 
jonction de la constante arbitraire G montre que ff[x)dx est une intégrale indéfinie, ou 
la fonction primitive <?{x) que l'on obtient en renversant les régies du calcul des dé- 
rivées; 

6° Si F(a?) doit s'annuler pour x = a, on a F(<r)=ç(a>)— 9(a)= / f(x)dx : a est la 
limite inférieure de l'intégrale; 

7° L'expression / f(a?)dœ=ç(&)--ç(a)=F(&) s'appelle une intégrale indéfinie : elle 
est évidemment indépendante de x, si a et 5 en sont indépendantes; 

8° L'équation fudv=uv—fvdu, que Ton vérifie en différentiant les deux membres, 
constitue le principe de Y intégration par partie. 
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PREMIÈRE MÉTHODE. 

151. Elle consiste à effectuer, sur la série proposée, des différen- 
tiations ou des intégrations, de manière à en conclure, s'il est pos- 
sible, une nouvelle série que l'on sache sommer (*). 

Applications. 

152. Problème I. Sommer la série 

œ œ* . a>* , , œ n . 
T+T+3+ + » + 

Solution. Si Ton représente par f(x) la somme cherchée, on a 

f(x)=H-x+^+ +«"- 1 + 

ou 

Donc /fc)= — *(*— x )i 

ce que Ton savait (**). 

153. Problème II. Sommer la série 

/(s)=l+2»+3a^4s 8 + +wx «-i+ 

Solution. Cette équation donne 

ff(x)dx=zx+a?+x % +af+ +s tt + +C, 

1 — x 
puis, en prenant les dérivées des deux membres , 



Ainsi, 



/7 -^=l +20+33*+ 4s 8 + +na*»- | +. 



résultat évident par la formule du binôme. 

(*) Il est entendu, une fois pour toutes, que ces deux séries devront être convergentes. 
(**) On traiterait de la même manière les séries qui représentent arc tg x, arc sin x, etc. 
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154. Problème III. Sommer la série 

Solution. Opérant comme pour te Problème I, oh trouve 

puis f[x)=f£^dz. (A) 

Il s'agit donc, pour résoudre complètement la question, d'effectuer 
Ï intégration indiquée, ou de trouver la fonction primitive de - ■ 6 . 

Toutes les fois que a et 6 sont entiers positifs, ce problème, dont 
nous allons donner quelques exemples, ne présente d'autre difficulté 
que I* toagUMir des calculs. 

155. Problème IV. Sommer la série 

*•>=* + 7+ÎT+Ï5 + 



Solution* D'après la formule (A) , 



D'ailleurs, 
donc 



a? _ 1 \ i 

f{x)=:—\l(l—x)+\l(i+x)^TcX % m i 



ou 



156. Problème Y. Sommer 

rf N a? , a* . oc 1 * . 



5biuit'on. La formule (A) donne 



(*) Oh n'ajouté pas de constante, parce que /0>)=0. 
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Le dénominateur 1— * 8 se décorasse en 

(1 — «)(l-f-*)(l— *-t-aB*)(H-*H-a5"). 
Par conséquent, 

/(*)=Àl(l— x)+A'l{l+x)+Bl[l— aJ+a? t )+B'/(l+a?^-« , ) 
+ Carctg-^+C'nrctg^, 

A, À\ B, B\ C, C étant des constantes. Pour les déterminer, prenons 
les dérivées des deux membres; nous aurons 

1 A_ A' B(-1+&r) B'(l-H2x) (V5 CV3 

I _»«~ 1— af^l-H» "' 1— x+x* i+x+x* " f "2(i-x+a?») + 2(l-Hc-Hc , ) ; 

puis 

A =-4 A '=4' B =-è> B '=4* c-c^-yâ. 

Par suite, 
ou enfin 

157. PkOBijfciu VI. Sommer fa $éri« 

5èJtrit<Hii. Cette série est un cas particulier de Celle-ci : 
qui donne» d'après k formule (A), 

oo 

/(«)=— as+/[(l+*)Ki-H«!*]. . 

Faisant as=l dans cette formule générale, on a donc 

S=|f2— 1. 
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158. Remarque. On arrive plus rapidement à ce résultat, en 
combinant la série proposée avec celle-ci : 

l2 —ï*~[ï~ï h B~ 6r\ï~ï + 9~To) + [îï~ ïi + Ï3~'ï*J" 4 " 

En effet, 

8 ' 2 ^ 2 {ï 6/ U ïôj (ïâ ï*j 

=-4— 1[1— «3; 

etc. 

159. Problème VII. Sommer la série 

H»î-HW»i-i-SM»à-â-â)-- 

Solution. Posant 
^ s Ux % x* ff"\ Ux* x 1 x*\ Ux %0 x u x"\ 

on trouve 

jy x r%X—X*—X* , - 1-+-X 

et, par conséquent, 

S=i-ifâ. 

160. Remarques. I. Cette valeur résulte aussi de ce que 

' IL Si l'on ajoute membre à membre les deux égalités 

«= .(44-j)+.(.i_«_ij + ,(,à_à-i) + , 

on obtient 

/3 1 4 1\ /3 ! 1 4\,/3 1 1 1\ 
1 — U 3~"* S/ "^Vô "~ 7 ~ 8 9^ "^ lïÏÏ 11""!*""»/" 1 " ' 

ou 

. 1/1 2 3\ , 1/1 , 2 , 3\ 1 M 2 3 \ , 
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III. Si, après avoir écrit ainsi la série proposée : 

•=H-a+H-9 + s-à-a+ 

on avait pris 

et que l'on eût fait à part la somme des termes positifs et la somme 
des termes négatifs, on aurait trouvé 

«-/tb-sa*—.- 

puis, en supposant o=l, 

S=l. 

Le premier résultat est exact tant que x est inférieur à 1 ; mais le 
second est complètement faux. 
En effet, lorsque 0=1, les deux séries partielles 
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(kNH+(n±à)' 



devenant divergentes, on ne peut plus appliquer ce principe : la dif- 
férence des sommes est égale à la somme des différences (*). 
161. Problème VIII. Évaluer 



l\ X )— a a+b "+" 04-26 a+36 ' 



Si Ton représente par S» la somme des n premiers termes de la série (a), on trouve 

Tant que x est inférieur à l'unité, la quantité entre parenthèses a pour limite zéro; mais, 
si 2=1, cette même quantité est comprise entre 

1 **+! 1 in-l 
i 8II-+-1 e i*2n— 1 

(87) ; donc elle a pour limite - te. 

L'exemple que nous venons dç traiter montre, une fois de plus, combien remploi des 
séries exige d'attention. 
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Solution. D'après le Problème III, 

/w~/££*h (b) 

Par exemple, 

2 8+8 11 + —J 1-H»— (J l (l^)i "^l^S^T**/ ' 

et 



2 5 ' 8 11 ' "•— 3 ^5vT 

162. Problème IX. Déterminer 

f{x)= aaf 1 - 1 + (a+ b)^- 1 -^ (a +l»)« a+i ^ l + 

Solution. Opérant comme pour le Problème II, on a 

puis 

163. Problème X. Déterminer 

f[x)=aœ*-+-(a+b)x*-rt+ +(a+hb)x*+rt+ 

Solution. Pour ramener ce problème au précédent, multiplions 
les deux membres par pafl, et tâchons de déterminer p et q de tna- 
nière à avoir 

pour toutes les valeurs de n. Cette condition donne 

ou 

D'ailleurs, d'après la formule (C), 



donc 



/w-^fer»- » 
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164. Pkoblèmb XI. Ditamiim 

Solution. Ce problème, généralisation du Problème III, se résout 
comme le précédent. Oq trouve, en multipliant tous les termes de la 

série par — , et disposant convenablement des quantités p, q ; 

/«=!• wfe^- ( £ ) 

165. En réitérant l'application des mêmes procédés, on peut 
sommer les séries dont le terme général * la forme 

av+6' ) : , .: , . , .v+«6^ w t >• 

Pour abréger, nous nous contenterons de prendre deux cas parti- 
culiers. 

166. Problème XII. Sommer la série 

Solution. On a 

rw~i— î*+î«>- ±^t ; 

pois 

J x ax — 3 T^? ^m-a* 

ou 

Cette équation donne 
Par conséquent, 

(*) Le lecteur pourra consulter, sur ce sujet, le grand Traité de Lacroix (t. III, p. 384). 
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En intégrant par parties (150), on trouve 

J^Ï(l +a; ) = _i/(i+^)+te— /(l+o?)+C. 

A cause de 

" -=1 pour a?=0, 

x â 

la constante C égale 1 ; donc 

/(*)=(l+?)ï(H-*)-2; 
ou, ce qui est équivalent, 

167. Problème XIII. Sommer la série 

Solution. Représentons par S< la somme cherchée. Nous pouvons 
écrire, pour abréger, 

s »=A(5+^7- * ( 2 ) 

Multiplions les deux membres par — , et disposons des quantités p, q 

de manière que l'exposant de x devienne égal à p{a+rib). Nous au- 
rons (Probl. XI) : 

[***!'— y **»**»- 1 /ox 

^ P» ap»— 6o< 

P=6> ï=— ô— 

Le numérateur o^ a+,lô >- 1 peut être remplacé par #«*~i+nfc-i, si Ton 
pose 

o*-i=-T 1, ^» — 1= P*. 



(*) Cette formule est due à M. Gudermann (Journal de CreUe, t. XXVIII). Elle montre 
que, si Fou néglige les termes du troisième ordre, on peut écrire 
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Noos aurons donc, au lieu de l'équation (3) : 

[xi C V ^ «aw-t-i-h-i c 




{a+nb)f 
d'où 



*=**" " 



/s,-, (te. (4) 



La somme 8, étant ainsi exprimée au moyen de la somme Sj_,, il s'en- 
suit qu'en appliquant plusieurs fois de suite la formule (4), et en se 
rappelant que 

«,= %•— -T-Jl—im. (E) 

on aura l'expression de S t en fonction des données de la question (*). 



DEUXIÈME MÉTHODE. 

168. Soit y la fonction inconnue dont le développement est 
donné. Si Ton peut obtenir, entre y et la variable x, une équation 
différentielle que Ton sache intégrer, il est clair que, par cela même, 
on aura sommé la série. 

Applications. 

169. Problème XIV. Sommer la série 

* x x* . g* x k 

Solution. On a 

y— *+ î + ÏS + r£3+ y 

ou 

y=Vf 



(*) II est vrai que les intégrations indiquées ne pouvant pas généralement être effec- 
tuées, cette solution est à peu près illusoire. 
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TRAITÉ ÉLÉMENTAIRE DES SÉRIES, 
ou encore 

y 
Cette équation donne 

oo 

S/ = Ce*. 

L,a fonction y doit se réduire à 1 lorsque X — 0; donc enfin 

ce qui devait être (112). 

170. Problème XV. Déterminer 

u— x ?!_+_£__ £ . fiY 

* — * i. 2.3^1.2.3.4.5 1.2.3., ...7^ V 1 / 

Solution. Si Ton prend les deux premières dérivées, on trouve 

/=— y- (2) 

Qn satisfait à cette équation en supposant 

y=AsinaH-Bcos#, (3) 

A et B étant dei constantes arbitraires (*). Mais, pour #=0, on doit 
avoir y=0, y'= 1 ; donc 

B=0, A=l, 
et 

y = sin#. 

171. Problème XVI. Sommer la série 

* 13 M.2.3.4" - 1.2 6 + 

Solution. Il résulte, du Problème XV, que 

yzzzcosx. 

172. Problème XVII. Déterminer 

(*) On démontre, dans; les Traités de Calcul intégral, que cette valeur de y est l'inté- 
grale générale de l'équation (2). 
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Solution. Cette équation donne d'abord 

dx ^2 ^2.4 ^ * 

puis 

OU 

J-dy=x+xy; 
ou encore, en différenciant les deux membres, 

Uy={l+y)dx+xdy. (2) 

Si l'on écrit ainsi cette équation différentielle : 

dy _ ^ awte 

on voit qu'elle a pour intégrale : 

*(i+y)=-| *(!-*'); 

d'où Ton conclut : 

y=— 1 + (1— z f p. (3) 

Ce résultat est évident par la formule du binôme (*). 
173. Problâme XVIII. Sommer la série 

^ 1+ » m +^* + »^W^* a >+ 

Solution. En opérant comme dans le Problème XVII, on trouve 
successivement : 



d y_ m i l m ( m ~ < ) g ■ ^(w— ^)(m— 2) a 



(•) Le terme général de la série (1) a la forme „ * J"""# *, 2; <" 4 * considérée 

ci-dessus (165). Mais on voit qu'en faisant disparaître les facteurs a-t-n&, a'-Miy, on re- 
tombe sur le point de départ. C'est pourquoi nous avons placé cet exemple dans tes ap- 
plications de ia seconde méthode. La môme remarque est applicable au problème suivant, 
généralisation de celui-ci. 
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j x- m ~ l dy=yx~ m , 



x~ m ~ x dy =x~ m dy — myx- m - l dx 9 

dy dx 

ly = tnl(l+x); 



et enfin 

y = (l + x) m . 
On a ainsi une nouvelle démonstration de la formule du binôme. 
174. Problème XIX. Sommer la série 

Solution. Le procédé suivi plusieurs fois donne 
[&l â ttto^+-l-*+ ,—1^ x*+ i^5 x*+ , 



OU 



j^-dx—alx+xy, 



ou encore 

a — x 



Si Ton compare cette équation (2) à Y équation générale du pre- 
mier ordre et du premier degré : 

y+Py=Q, (3) 



dont l'intégrale est 



y=(r* M *fQ0x* tH * ("), (4) 



(") Ce problème, généralisation d'un de ceux que bous avons résolus dans le cha- 
pitre III (58), échappe encore à la première méthode (172, noie). 

(**) Si l'on multiplie les deux membres de l'équation (3) par e Svd3> , le premier membre 
devient la dérivée exacte de ye^ Pdx . On a donc 

ou yef ?dx = f Qdxcf*** ; eic. 
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on trouve 

Telle est la somme de la série (1). Il restera, dans chaque cas parti- 
culier» à effectuer l'intégration indiquée. 

175. Si a est entier positif, l'intégration par parties donne, suc- 
cessivement» 



f *~ te JLf JL]*-*-, f-ïT^cte 



Donc 



(1— ar^r 1 / x \*-t 4 / a? \o-2 i a, , 

les signes supérieurs se rapportent au cas où a est pair. 

Pour déterminer la constante C, remarquons que, pour des valeurs 
de x suffisamment petites, 

je 1/ x y i( x y i f x \«-*_i/ x \a 

1— x ï[i-x} ^3\\~x) - a -.|\l— x) + i(l^ x) ± 



Donc 



(i— x^fil X \a \ I x \a-f-i 1 / x W* -i 

Supprimant le facteur commun a^, puis faisant #=0, nous trou- 
vons 

Or, la série (1) se réduit à son premier terme lorsque xz=zQ; donc la 
constante est nulle, et 




\ 

\ 
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176. Remarques, I. D'après le dernier calcul, les deux séries 

t 1_ . 1.2 t 1.2.5 s 

1+ a-M X " h (a+1)(a4-2) X + (a+l)(a+2)(a4-3) X + » 



a 
1 — xi 



ri_ JL/JL) + _L/ jl.Y-J_(jlY+ 1 

ont la même limite, lorsque 7—- ne surpasse pas l'unité. 



X 



II. En particulier, si 137= 1» 

^^îfa+l) W(a+l)(o+2p 8(a+l)(o+2)(<H-3)^ 

=^l-^+à-À+ ]• w 

III. D'après la formule (8), si 2=1, 

a 

ainsi qu'on l'a vu précédemment (58) (*). 

177. Problème XX. Déterminer la fonction qui a pour dévelop- 
pement 

, 2»' L 14a! 5 , 2.4.6 x 4 , /4l 

» = a? + 32- + S5 5 + 3^7T + W 

Solution. On trouve, sans difficulté, 



puis 



OU 



/* 






Vi 2*~^/te 



(*) Le produit (t— *)o_i j(i— «) se présente sous forme indéterminée, lorsque ossl ; 
mais il est facile de voir que sa vraie valeur est zéro. 
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Pour simplifier cette équation , posons 



d £^ x=z; 



elle deviendra 



/dz i , 



Celle-ci donne aisément 



, 1 _ 1 

* 2(1— x)*~ï{\-x)y/a* 



équation dont l'intégrale est (174) 

1 



"3t/T=ï» 



arccos(l — 2x). 



D'ailleurs, 
dpnc 



, zdx 



OQ 



»=i/^ê^ arcc08 ( 1 — 2x )« 

y=~ [arc cos (1 — 2a)] 1 , 



ou enBn 



yzsjarcsin/i) 1 (*). 

178. Remarques* I. Le développement de la fonction 

arc sin \Tx 



est 



1 1 1 ï , 1.3 1 | . 1.3.51 J 
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J i * 1 ï, 1.3 1 ï 1.3.51 ¥ , 

x ^l'z x ^%ll x ^^Z^i x ^ 

Par conséquent, la série (1) représente le carré de la série (7). 
II. En particulier, si Ton suppose #=â > on a 

;-.-i-fi + i_ + _LL ■ «•»•« +| ,1 

4 \Z2L *,3 T 4.8.8 ^4.8.12. 7^ J' 



(3) 
(*) 
(5) 



(«) 



(7) 



(8) 



S 



(*) Cet exemple, et le rapprochement curieux indiqué dans là remarque suivante, sont 
tirés d'un Mémoire de M. Clausen [Journal de Crelle, t. III) . 
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et 

8 — ~ t ~ 5.2 "*" 3.5.3 "*" 5.5.7,4 "*" 3.3.7.9.S""*" l ' 

179. Problème XXI. Sommer les deux séries 

y=xcosy +r#*cos 2<p+~a? s eos3<p+ (1) 

J5=a?sin<p+-x*sin2<p+-# s sin3<]>+ (2) 

Solution. On a, d'après la formule de Moivre, 

y+z\^^=xe^^+\x t e^^ + \x z e^^+ ; 

et, en prenant les dérivées par rapport à x, 

y , +z'\tt=e^'+xe 2 ^~>+x t e'*'= i + , 

ou 

Par conséquent, 

y+zV — 1= — /[l — x(cos<p+/— lsin<p)], 
ou 

«-^(coss — V — 1 sins)=l — ^(008^+^— 1 sin <j>). (4) 

Cette équation se partage en ces deux-ci : 

e~ y cos3=l — #cos<j>, e"^sinz=a;sin(p; 
d'où l'on conclut 

tgs= / sip? , «-*=:1— Stecosç+s*; 
c'est-à-dire 

*= arct sd^' »=-ï»(i-*»«i ? +^o. (5) 

180. Remarques. I. Si Ion change <p en j — <p dans les séries (1), 
(2) et dans les formules (4), (5), on obtient 



(*) Ces résultais remarquables sont dus, je crois, à M. Lobatto {Recherches sur la som- 
mation de quelques séries trigonométriques. Delft, 1827). 
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1111 

tfsin<j> — ric l cos2<p— rX 8 8in3^-x*cos4<p4-g# 8 sin59 — 

= — ^J(l — assunp+tt 1 ), 
#cos<p+r;r'sin2f — -#^s3<p— -# 4 sin4ç + g;r 8 cos5<j>+ 

ÛC COS CD 

puis t par le changement de x en — x : 

jcsinç+^cosSkp— g&'sin3f — 2a5 4 cos4<p+g# i sin59+ 

=£l(l + a*Miif+&?)« 
xcosf — x« 1 sin2ç— =« t co8 3ç+--x*8iD49+^« s cos59 — 

= arc ter- — ^~. 

D l-4-xsinç 

Ces quatre dernières relations, combinées deux à deux, donnent 
&sina — -arsin3<p+;Tarsin5ç — =7'r 2 -^ — ^ — 3» 

1 * «. 1 ■ « 1 2XC08 <P 

xcos<p — ^arcosSf + garcosSf — .....=-arctg , , ; 
puis, par le changement de y en ^ — <p : 

- .•^jrf«i f+ i*«.6 f + =Mg=*s. 

II. On a donc ce système de formules : 

2 4 — cos nç= — j ï(l— 2a; cos tpH-aj 1 ), (A) 

2 "ai" • a>sin« 

X^-mpI-^Sî, ( d) 




\ 

\ 
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A-Srir-^^+^^i^ i+^sio^' O- ( p ) 

III. Les séries (A), , (F), convergentes lorsque x % est moindre 

que 1, le sont encore pour x=± 1 (137). On a donc, après quelques 
réductions, 

cos<p+£Cos2<p+£COs3<j>-|- = — /f2sin|çj, (6) 

sin<p+-sin29+£sin3<p+ =^-^|, (7) 

co8ç+~co8 39+gCos59+ Es-fcoUç, (8) 

sin <p+£ sin 3ç+ g 8in5f +..*.. ==-, (9) 

il n 

co&ç — gCos3(p+gcos5<p — = t, (10) 

sin ? — Isin3ç+gsin5y— = | a g(ï+l)' ( 14 ) 

cosç— -cos29+gcos39— =3//2cos|<{>], (12) 

sin 9 — |sin 2<p+ gsin 3 ? — = î f ("). ;(13) 

IV. Dans les formules (6), (7), , (11), prenons 9=^; nous 

aurons 

°=M-iHl-HK-l-f)+ w 

^=('+ S 1 )-(î+5)+(^i)-(3+ïï)+ («) 

,3 =(»+i-I)+(l+l-l)+(?+5-!)+ (») 

i5r=(»-T)+6-ï)+rr-i)+(B^+ <"> 

li3=(l_| + l) + (i-|-H^)+(i-l+J i ) + ...... ( l 6) 

(*) Ces relations, auxquelles on ueut parvenir de bien des manières, sont extraites du 
Mémoire de M. Lobatto, déjà cité. 
{*") Toutes ces formules, et celles oue nous en déduisons supposent ç>0 et «<-.Si 

Ton ne taisait pas ces restrictions, en pourrait trouver des résiliais complètement fcttl. 
Fai 1 exemple, lorsque «p=d, les formules (T) et (i9) donnent r.=Q* 




+2 
* 
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V. Si l'on suppose 9 =g, on obtient 

l(a+ /a,=K3[(i-i)-(i-i) + (i-i)-(i-à) + .....].(.8) 

r.KHWKN)- ] 

HMWMW)- ] 

VI. Enfin, l'hypothèse de ?=7 conduit à 

l(^+l)=^[(l_|)_g_l) + (i-i)_ ], (22) 

l=4(t + i)-(i + !) + (i + i)- ]0.(23) 

i&M. Problème XXII. Sommer la série 

• 1 1 

5=sin y — — sin 3^+^ sin 5y — (24) 

SoUt*o** On a 






-=co» T — = cos 3 7 + R C09 5 ? — . 



d 9 "T 3 

c'est-à-di re » par la formule (10), 



ds ic 



et 



ILçs^sinç — - i sin3ij>+~8in5<p — -sin7<p+ 



(25) 



Parini ces formules (trouvées par Euler, Legendre, Poisson, Fourier, etc.), les 
i ^portantes we graissent être (7), (9), (10), qui donnent une infinité de dévehppe- 

mmti de *> 



\ 
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482. Remarques. I. Si l'on suppose y =^, on obtient 

Ainsi, la somme des inverses des carrés des nombres impairs esi 

!ea~. 

II. Il est facile de conclure, de ce théorème, la somme des inverses 
des carrés de tous les nombres entiers. En effet, soient 



8,= !+£+£+£+ 



on aura 

S=SH-S P , S p =i(l+i+i+ )=is; 

donc 



ou enfin 



8=58i, 



ï=*+h+h+h+h + ( 2? ) 



III. La 'formule (7) donne, par un procédé semblable au précédent, 

i — 5?+ï? ,= cos?+yCOB2ç4-yCos3f + (28) 

183. Problème XXIII. Sommer les séries 

y 1 =cos<p+#cos2<p+£*cos3f+ (*), 

% t = sin<p+#sin2<p+d? f sin3ç+ , 

Solution. Si l'on compare ces deux séries à celles dont la somma- 
tion constituait le Problème XXI, il est clair que 

(*) Cette sommation a été donnée, d'une autre manière, dans le chapitre V (131). 



} (29) 



*% 
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ou, à cause des formules (5) : 

COSy — OC SÎO ? /g/v\ 

y*~ i— 2a:cos<p+x , ' ** 1— 2a5COS<H-ac 1# * ' 

184. Remarques. I. Pour que les séries (29) soient convergentes, 
x doit être compris entre — 1 et +1, exclusivement. 

IL Des formules (30), on tire 

a«""" sin? * y * """ l— l-2a?cosç-hœ f% V ' 

185. Problème XXIV. Sommer les iiries 

y % z=zX&u\*(f-\-~&in i 2<f-\- ^ sin s 3<p+ ♦ 

a s =xcos , <p+^cos t 2(p+ j-cos s 3<p+ 

Solulton. La sommation de ces deux séries dépend encore des va- 
leurs de y et de z (Probl. XXI). En effet, 

9% + s—x+t+£+ =— Kl— *). 

*»— y t =«cos29+jCos4(p+^cos&p-|- =— ^/(l— 2aîcos29+a; , ); 

donc 

y>=* 1 { i-.r * () 

a t =— ji[(l— 2«cos2(p+a! , )(l— a?)"]. (H) 

186. Les formules (G), (H), traitées comme eelles do n° 180, 

conduisent à quelques conséquences remarquables , parmi lesquelles 

nous indiquerons seulement les suivantes, laissant au lecteur le soin 

de les démontrer : 

jr» • »« a?..- * ,r7<+s\H- &ccos2?-HE' l 

xsin' ? +-8in 3<p-+--sm 5ç+ = g l Lli=Sj H-tecos*r+* , .T 

ajcos^+jcos^+^cos 5<p+ ==§ « ^1=5/ i-2*cos29-Hr«J' 

a* . . !r* . ,_ 1 » to(i— a;») si n«<p 

ssin*?— ^sin^^-sin 5?— = i arctg (1 _ a; , )M _ toIcog2ç , 

«* . a* « * 4r (1 — a:*)co3*<p 

a . cos » ( p__cos , 394-g cos 5(j— =^arctg (l _ aJ . ) ._ 4a! » C0S ss (p « 
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sin*ç— -sin , 2ç+-sin , 3ç — = — -fcosy , 

cos s 9 — rC09 l 29+=cos t 3ç— = 5/(4cosç), 

sin*q>— -sin , 3f+gsin , 5<p+ =j, 

COS f Ç— =COS î 3ç+gCOS t 5<p— =î (*). 

187. Problème XXV. Sommer les séries 

Solution. On a trouvé, ci-dessus : 

5 — 5?=sinç+-sin2<p + 2sin39+ f (7) 

4 1 1 

-<p=sin<p — -sin2<p + 2»în39 — (13) 

Par conséquent, 

w ? tf s»"? . «p*? . sin5(p 1 

5 2 y* - a [i+a " r 2(4-ha')" r "5(9-Ha«)" r J f 

4 ,( 8109 sin2y sinSy î 

2? ^ — a li4-o t 2(4-t-a*) + 3(9+a») )' 

On tire, de ces deux équations, 

.," »( 8ip ? . * » in2< P . o 8i n5? . ) 

» •-• (ï^+ 2 4+rf +3 ^+ j' 

, _ a fsiay 8ia2<p 3 sin5y 1 

c'est-à-dire 

y%=«*ys> z\—a*z 9 . 
Les intégrales générales de ces deux équations du second ordre sont 
y 8 = Ae fl< P+ Be- *, s 8 = Ce û( ?+ De-*?, 
A, B, C, D étant des constantes, qu'il s'agit de déterminer* 

Or, si Ton multiplie les deux membres de l'équation (32), succes- 

(*) Toutes ces formules sont tirées du Mémoire de M* Lotatto. 
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sivement par sin <pd<p et sin 2<pd<p, pais qu'on intègre entre et ir t on 
trouve : 

Ainsi 

A f V* sin 2<pd<p4-B jV * sin 2<p<fy= J — Lj. 
L'intégration par parties (150) donne aisément 

donc 

A(e û,r +l)+B(e- flW +l)=^ A(e**— 1)+B(r~— 1)=— 5; 



ou 



Ae^+Be-^rrO, A-f-B= 5 , 



(*) En général, si une fonction f{x) est développable de la manière suivante : 
/\o?)= A, sin om-A* sin ta-hA, sin 3a?-H -H A» sin no-f t 

on a A w = - 1 f(w) sin naxte. 

En effet, un terme quelconque, autre que A n sin nx, donne l'intégrale 

A p Psinpajsinnaîdrrs-Ap f *[cos(p— n)a;4-cos(p-f-n)aj]dcr=-Ap|^^— —h P ^ U; 

Jo * Jo * L P— * JH-n J 

en sorte que toutes les intégrales sont nulles, excepté 

An / * sin 1 na?(iir= - An / * ( 1— cos 8fKB)ete= " A». 

La même méthode est applicable aux séries qui procèdent suivant les cosinus des mul- 
tiples d'un arc x. 
(**) Par exemple, 

fé** sinçdç=— e^cosç-f-a/c^cosçd^sr— c a ?cos ç-H»[a**siû?— a/V*sin?rf?]; 



donc j e a * sin <pdçs= ; [«**-+-!] ; etc. 



7 



v; 

X 
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et en6n 



A =-2^=^' B= *; 



Oo trouve, de la même manière, 



^ — 2 e"— r— f " — 2e-—e— * # 



Les valeurs de y, et de %i sont donc 






de sorte qne 

188. Remarques. I. Ces deux formules (qui rentrent Fane dans 
l'autre) subsistent pour toutes les valeurs de © comprises entre et ir : 
la première est en défaut pour <p=0, et la seconde, pour ©=7r. 

II. Si l'on y change © en ^ — <p, on obtient 

cos? sin2o ^ cos5y L sia 4? * e a l* +? J — e~"lï +f / 

cos o ~sio2ç ~ cos 5? . sin 4? «*»i* v — c l*~~ ? / 

i+a* 4+ a* 9+^ + Ï6+â* + — § «~— e-«« ' 

ou, plus simplement, 

cos? O cos5<p , ,, cos5<p _« «f+e— * , 

e *+« * 
O sio2? ^ sin^p ^ sinft? _* et — g— * /M , . 

2 îT^ -4 îë+? 4 " b 36+â5~ — ï.î _«l)" t 37 ' 

III. Les relations (34), (35), (36), (37) en donnent un grand 
nombre d'autres, analogues à celles que l'on a trouvées dans les n°° 180 
et suivants. Par exemple, 

(") Celle-ci rentre dans l'équation (35). 



■jr- 
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* 5 ._5___ — * * m\ 

-L-+-* ? 1_+ = Z/îÙ±£2. (39) % 

l+a*^9+a« 25+a 1 49+^ 4 r «2 _«£ V y 

e f -+*e * 

IV. Si l'on change a en aV — 1 dans les formules précédentes, on 
obtient 

sin <p , Q g»P^ . o sin 3* _ ^ sina(ir-y) 

î=ï;+ 2 ÏZ5+ 3 9=7* +•••••■— § sinoît . (40) 

sin y q BJpS? ^ p rinS? , _*siiia ? . , 

ï=p—*7=+ +i 9=* + — ïSiïï' ( 41 ) 

cosç O cos5y , g co§5y ircosa? ,._* 

ÎZ5~ d 9=tf +5 25=S+ =ï — ;• v*2) 

cosa- 

Î37 """ 9=? + 25=tf — = " 7» (* 3 ) 

4cosa- 



-i-+-i 

4— a* ' 9— a* 25 



cosa- 



=3r»b+— ^1— ! S- («) 



cosa- 



V. Les formules (43), (44) peuvent évidemment servir à calculer 
le rapport de la circonférence au diamètre. Biles donnent, par exemple, 

jl — J Lu- — L.j- us) 

18 ""1.5 7.11 **" 13.17 19.23 """ * { ' 

«•8_ 1 5 5_ 7 . im 

72 ""1.5 "t" 7.11 13.17 îsTS"*" **' 

VI. L'équation (43) peut être mise sous la forme : 



TC 



1 1 1_ 1 1 2 

1— a 1+a 3— a 5-4-« 5-f-a — w* 

cosa- 

Si Ton prend les fonctions primitives, on a donc 



(*) On n'ajoute pas de constante, parce que tes deux membres s'annulent avec a. 

8 
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ou 

v '4 1— a 3-H» 5— a 7+a v ' 

On a ainsi le développement, en produit indéfini, de la fonction 

cot(i— a)p Par exemple, 

* , 3 4 8 10 14 ,. ox 

COl 6=^ 8 =ï-5-7-n-Î5 (* 8 ) 

VII. De même, si, après avoir mis l'équation (44) sous la forme 
1 t 1 | l.j 111 _Î^««J JV2cos«? 



1— a 1-ha 3— a 3+a 5— a 5+a . ~ . * . , Je% . w' 

1— v/îsinaj l-*V2sinaj 

on prend les fonctions primitives des deux membres, on trouve ai- 
sément 

tg(1+a) 8 _l4-a 5+q 3-q 7-q »+<» ll-j-g 13-q ,.. 

tg(l-a)- *- fl * 3 — «ÎH-a*7-Hi - 9— a'il— a - 13-H» ' ' M ' 

relation d'où Ton en pourrait tirer d'autres. 

VIII. Si, après avoir multiplié par 1 — a les deux membres de 
l'équation (47), on suppose a=l, on trouve la formule de Wallis : 



* 2 2 4 4 6 6 8 8 

2 — î '3 # 3'5'5 # 7'7'9' 



(50) 



IX. Reprenons les équations 

-— ?— v =a*l ^1 \ 8iD8 ? i sin5 » . î 

2 2 y * 1 l+a« "*" 2(4+a«) "*" 5(9+a«) "*" )' 

ï aj siny sin2? 8in5y i 

2 8 U-H»« 2(4-ha«) + 3(H-o«) J» 

trouvées dans le n° 187. Si l'on a égard aux valeurs de y 3 et de * lf 
on en déduit : 

siny siD2? sin5y t 1 r / «««-?)— r^«-»J\ T 

r^ rr 2(44-a*)"^3(9^" f " — ^L^l 1 ^-^^?^— J— ?Jf(51) 

siny sin2y sin3y 1 r «■f M0r -ari 

l +a « 2(4-f-a»)" t- 3(9+a») H " ~ 20*1?""" V*-e-««r ( 52 ) 
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Ces nouvelles relations, analogues aux formules (34) et (35), don- 
nent : 

1° En supposant f = §: 

J L- + -J =JL t'*-'^)' . (53) 

e H-e * 
2° En supposant a=0 : 

*S + *?! + -p + =£,(,_,,(*_,,; (54) 

3° En6n, pour a=0 et <p=s : 

*-*+»-*+ =âo- (M) 

189. Problème XXVI. Sommer les séries 

C03<p cosgç cos5ç . 

cosç cos2ç cos3ç 

i+ a s 4-f-a J "*"9-ha* 

Solution. On tire, des équations (51), (52), en prenant les dérivées : 

cosç t cosîç . cos3ç , 1 r art«-fH-r-«l*-iï „1 /M * 
ï+rf + 4+tf + 9^ï + =^L 07r «.*-«-« *]• ( 56 ) 

cosç cos2ç cos3ç 1 f 4 g w-r-r-f ] . . 

190. Remarques. I. En opérant comme nous l'avons fait ci-des- 
sus, on conclut, de ces deux équations, les formules suivantes : 

_j jl . i_ , _ j_r *H-r— 1 l / 58 \ 

l+a^^^^g-ha*"*" — 2a*L a V*--£r-<»* J' ^ ' 

H^?~ï+^î + 9+a T— = 2a"'L 1— e«*_e-«J> ( 59 ) 

cosç C082ç cosSjp _*/„ m \t * t /AA\ 

cosç cos2ç cos5ç «• ç* / fi -^ 



O Ce résultat, dit Lacroix, est assez remarquable, quand on le compare à l'expression 
1 11 1 _« 
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cos? cos2y , cosSy i __ 1 

iT + ~3^" + ~5T + — 2 4 

J — i— i — h^-.+ =^[1— aircotaTrl, (63) 

J 1 1 

1— a* 4— a«"*"9— a*" 



i * ■ * ...= ±[1- il, (64) 

Sa'Lsinair J' * ' 

sinajr=a7r(l— a*)(l— j)(l— £) (65) 

a* a* a* 

,4 « a < ~7 i ~Ï6 '"86 ttltn 

9 25 49 

co 9 ««=(l-4a')(l-f)(l--|î) ; (67) 

etcf). 

II. Si, après avoir développé, suivant les puissances]de a, les deux 
membres de l'équation (65), on identifie les deux développements, 
on trouve 

P — £. p — Jll p — — p — ** 

Dans ces relations, P„ représente la somme des produits n à n des 
carrés des inverses des nombres naturels. On voit que toutes ces 
sommes dépendent uniquement de la transcendante désignée par 

III. Semblablement, l'équation (67) donne 

0—— O—— O — — o— _^_ • 
Wl— 2.4* u,— 84.4 ,f U8— 720.4" Wn— i.2.3 2».4«' 

Q 2n désignant la somme des produits n à n des inverses des carrés des 

nombres impairs. 

(*) Cette série remarquable a été donnée par Fourier. On l'obtient en retranchant 
membre à membre les équations (56), (57), et en supposant a— V/^T dans l'équation 
résultante. 

(**) Les développements du sinus et du cosinus, en produits indéfinis, ont été trouvés 
par Euler. 



(*") La relation P,--, ou 

6 






a déjà été indiquée (182). 



CHAPITRE VI. —SOMMATION DES SÉRIES. 117 



TROISIÈME MÉTHODE. 

191. Cette méthode de sommation, la plus féconde de toutes, 
repose sur la théorie des intégrales définies. Elle peut être exposée 
ainsi : 

Soit 

8=u ± +u t + + u n + 

la série convergente dont il s'agit de trouver la somme s. Si le terme 
général u n est décomposable en deux facteurs v n , w n , dont l'un soit 
égal à une intégrale définie connue (*) , de manière que 

=j^te[u i f 1 {x)+u s f s (x)+ +*„/»(*)+ ]• 



on aura 

s 



Si donc Ton peut évaluer 

?(*)=>if*(*)+*iA(*)+ +*/«(*)+• 

on aura enfin 



*=JJ?(*) 



dx. 



Application. 

192. Problème XXVII. Déterminer 

il 1 

i=cos<p+£Cos2<p-|-£Cos3<p+ + -cosf»9+- 

Solution. A cause de 



(*) M. Bierens de Haan vient de publier des Tables ^intégrales définies. Ce précieux 
recueil, composé de trois volumes in-quarto, donne les valeurs d'environ six mille inté- 
grales définies. 
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on a 

1= f e-«*dx. 
Par conséquent, 

s=i e~ x dx [cos <f+e~ x cos 2<p+ « -2x cos 3<p+ ] . 

Or, la série entre parenthèses a pour somme (183) : 



cos 9 — r~* 



1— 2<r-*cos<p•+e~*» , 
donc 



H.£ 



«-*cos«p— e-** , 
ax. 



-2a-*cosç-|-e- to 
L'intégrale indéfinie est évidemment 

4- \ l (1 — 2<r* cos ? + a" 2 *) j 

donc 

s=-/(2 — 2cos<p), 
ou 

*=— /^2sin|(p); 

comme on Fa trouvé ci- dessus (180, III). 

QUATRIÈME MÉTHODE. 

193. Elle repose sur ce théorème évident : 
Soient 

/(#)=a 1 'cosa;-t-a t cos2a;4- 4-a n cosna5+.... 

<f(x) = b t cosx-hb t cos 2x+ +b n cosnx+...* 

deux séries convergentes. Si Von a égard aux relations 

j cosnxcoz ri xdx=0, I cos* nxdx=^, 



CHAPITRE VF. — SOMMATION DBS SÉRIES. 119 

il en résulte 

ai&i+aA+ +a»6»+ =*/ f[x)<f[x)dx (*). 



Application!. 

194. Problème XXVIII. Sommer la série 
l l , i 






1M.3 ' 3*.5.7 ' 5*.9.11 

Solution. Nous avons trouvé, précédemment, 
if rt x cosœ , cos3x . cos&b 

§1 r( n -2aj)=- ïr +-^-4- 5 r-+ 

11.1 cosûd , cos2a? , cosSx . 
Par conséquent, 



ou 



ST5 + 51T7+5T7Ï— =0^(4— tt). (68) 



1M.3 ' 3*.5.7 " P.9.11 8 

195. Problème XXIX. Sommer les deux séries 
l.l.l.l. 



y= 



1U.3^#.3.5^3*.5.7 ^ 4V7.9 



1 1_ 1 1 , 

Z ~ 1M.3 2*.3.5 "*" 3*.5.7 4*.7.9"*" 



Solution. En partant des formules (60), (61), (62), on trouve 

-, * =7r _2— - 



y=2-Ç, * =7r _2-£. (69) 



(") Ce théorème, énoncé d'une manière un peu différente , est connu sous le nom de 
formule de Parseval. Mais la démonstration donnée par ce géomètre est inadmissible; car 
elle suppose l'emploi des deux séries 

a 1 -+-a 1 f+a»t 1 + , 

^H-V^V-H- ï 

et, si Tune d'elles est convergente, l'autre est généralement divergente. 
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196. Remarques. I. Ainsi que cela devait être, 

II. Le lecteur s'assurera aisément que les formules (68) et (69) 
sont des conséquences de celles-ci : 

4"" 1 3^8 7^ ' 

** — * O. * u. * _i_ 
J—V" r v" r 3»"*" ' 

"*— * a. 4 J. * -u 

8" — 4»"*" 3» "^S*" 1 " ' 

* — W^ÎXT 3.7^ 



CHAPITRE VIL 

TRANSFORMATIONS DE SÉRIES. 

197. Étant donnée une série convergente, on peut se proposer 
d'en déduire une ou plusieurs autres, plus convergentes que la pre- 
mière, et ayant même somme que celle-ci : c'est là ce qu'on appelle 
augmenter la convergence d'une série (*). Ou peut encore, quand on 
connaît le développement d'une fonction f[x)> remplacer la variable x 
par une autre variable (, ayant avec la première une relation donnée; 
on obtient ainsi le développement d'une nouvelle fonction cp(l), dé- 
veloppement qu'il serait quelquefois assez difficile de trouver direc- 
tement. Nous allons donner des exemples de ces deux espèces princi- 
pales de transformations, en nous bornant, pour la première espèce, 
à une méthode connue sous le nom de Hutton (**), bien qu'elle ap- 
partienne à Euler (***). 

TRANSFORMATIONS DE PREMIÈRE ESPÈCE. 

198. Théorème. Soit une série convergente 

s=u t — ti,+ti, — u k + (1) 

dont les termes, alternativement positifs et négatifs, décroissent indéfi- 
niment. Si Von fait 



O Non contents de résoudre ce problème, plusieurs géomètres ont prétendu trans- 
former certaines séries divergentes en séries convergentes. Nous croyons que cet énoncé 
est un non-sens. 

(**) Tracts on mathematical and phihsophical subjects, 1. 1, p. 176 (1812). 

("*) Elle a «té reproduite par M. Poncelet, dans son Mémoire sur l'application de la mé- 
thode des moyennes (Journal de Crelle, l.Xlll.) 
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«i — «* = Aa 1 (*), u, — u, = Au f , u,— u 4 = Au„ 

àU t — Au.srAV, Au t —AM 8 =A*u 1 , Au,— Au^ANj,, 



e< gue Ton suppose 

A« 1 >A« 1 >Au a >. 
A , u 1 >AV>A*« 8 >. 



on aura 

«=|u 1 +ïAu 1 +ÎA'« 1 +f 6 A'u 1 + lA*« 1 + 

Démonstration. On a, d'après l'équation {1) : 

2«=tt 1 +(tt 1 — ttl )— (u,— u,)+(« 8 — u 4 )— : 

c'est-à-dire 

2«=u 4 + Au, — Au, -h Au, — Au 4 + ; (2) 

ainsi les différences premières, prises alternativement avec le signe -+- 
et avec le signe — , forment une série convergente. 
La transformation précédente, appliquée à l'équation (2), donne 

4«= 2u, + Au, -+- A*u, — A*u,+ A*u,— (3) 

puis 

8«= 4u» + 2Au,+ A 9 u, + A'u,— A»u,+ A 8 u,— (4) 

l6s=Su 1 +teu 1 +2**u i +tfn i +tfu l — A*u,+ (5) 

Actuellement, en vertu des hypothèses précédentes et des équa- 
tions (2), (3), (4), , on a 

*>2«i. '<£«!+; A*» 

*>2 tt i+4 Att i' *<ï« 1 +ïAu 1 +Ja*u 1 , 

'>l«i+\tot+l*\, »<|«i+jAii 1 +iASi 1 +|A%i n 



(*) Afin que toutes les différences soient positives, on fait les soustractions dans un 
ordre contraire à celui qui est généralement adopté. 
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et, en général, 

s>\u l +\àu i +\ïu t + + ^A%, ) 

s<\u i +\*u ± +lïu 1 + + ^^ Ui+ ^^i Ui .^ 

donc 

*=iu l +jAti l +iA ï u l + 1 V 8tll + ( A ) 

199. Remarque. Quand on limite la série (A) au terme — ^u 
l'erreur commise est moindre que r^ A" -4-1 »!. 



Applioationt. 

200. Problème XXX. Transformer la série de Leibniz : 

en une autre qui soit plus convergente (*). 
On trouve aisément 

Au '=0' *»*=£*' AU8== B?7' Au *=^9' 



••••• 



as 2.4 aî 2.4 a* 2.4 

a8 2.4.6 aS 2.4.6 

AMl = r5X7' AM >=3XT9' 

4 _ 2.4.6.8 

1— 1.3.5.7.9* 



donc 

*— 1-r* , *•* i i ' a ' 5 » * ** 3 ' 4 . , *»2.5 n f? v 

2 — "^S" 1 " 3.5 " i "5.5.7- h 3.5.7.9 "*" "*" 3.5.7 (2n-H) "*" ' V ' 

avec 

R< ^ 12.5 (2n-h2) 

^3.5.7 (2n-h5)' 

(*) Dans le mémoire cité, H. Poncelet fait observer qu'on devrait prendre près de 
50000 termes de celte série, si Ton voulait calculer ir avec cinq décimales. 
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201. Remarques. I. Le terme général de la série (7) est réduc- 

Oft-1 

tible à la forme -^-, P„ étant un nombre entier qui satisfait à la re- 
lation 

2f2n+i) 

De plus, P t =3. 

H. En admettant cette proposition (*), nous aurons, au lieu de la 
formule (7) : 

ff 4 Q X O Mf* 

2 =1+ 3 + Î5 + 7Ô + 3Î5 + 4386 + ( 8 ) 

III. Si Ton cherche à sommer la série (7), on trouve qu'elle est 

égale à 2 / 2 ^^ Q %^ Par conséquent, 

J 



2 sinada 

2— SÛHa* 

o 



ce qui est exact. 
202. Problème XXXI. Transformer la série 

■-i-i+i-i+hi- 



Solution. On a 

: 2 » —»— O' " w »~~37i 



A« 1= :J, *U t =± Lu t =4-„ 



• . • • « 



A' Ml =i, A s «,= 4 -L 



• • • * 



Donc 



AX=s, 



fâ ~1.2 + 2.4 + 5.8 + 4l6 + 5^2 + "•"^F" 1 " 11, ( 9 ) 



R< (n+ïjlï- 



f) Nous laissons au lecteur le soin de la démontrer. 
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203. Pboblêmk XXXII. Transformer la série 

«=^ = 1— X+X*— x'+tf— (10) 

en d'autres qui soient plus convergentes. 
1° Le calcul précédent conduit à 

2 ,=,-ï=! + (î i i) , -(ï=i) , + (H) 

2° Stx surpasse 1, le même calcul, appliqué à la série (11), donne 

t , = l_ï=5 + (*-=5)'-(^)'+ (12) 

3° Semblablement, si x surpasse 3, on peut remplacer la sé- 
rie (12) par 

*-=*-T+ffl'-ffî+ . m 

et ainsi de suite. 

204. Remarques, I. Les limites de convergence, pour les sé- 
ries (10), (11), (12), (13), sont, respectivement : 

x>— 1, x>— 1, x>— 1, x>— 1, 
x< 1 ; x< 3 ; «< 7 ; x< 15; 
II. Supposons, dans les deux premières séries, x= 2 : là série (10) 
deviendra divergente, et il serait absurde de prétendre, comme Font 
fait plusieurs géomètres, qu'elle est encore équivalente à son premier 
membre, ou que l'on a 

|=1— 2+4-8+16— 

Néanmoins, l'équation (11), déduite de la série (10) quand celle-ci 
était convergente, subsiste encore. En effet, 

2 4 111 

3 = 1 — 2 + ï — 8 + Ï6 + 

Ainsi, une série convergente (B),[déduile d'une série convergente (A), 
obtenue en développant une fonction F(x), peut, dans certains cas, re- 
présenter encore F(x), après que la série (A) est devenue divergente (*). 

(*) C'est probablement là ce qu'ont voulu exprimer les auteurs qui se sont occupés de 
la transformation des séries divergentes en séries convergentes (197, première noie). 
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III. Si, dans les séries (11) et (12), on suppose x compris entre 
— 1 et +1, les termes de la première série deviennent tous positifs. 
Il ri est donc pas toujours nécessaire, pour l'application de la méthode 
de Hutton, que les termes de la série proposée soient, alternativement, 
positifs et négatifs. Il est vrai que, la série transformée pouvant être 
moins convergente que la série primitive, la transformation n'offre 
plus d'utilité (*). 

IV. Pour une même valeur de x, comprise entre = et 1, les séries 

(11), (12), (13), sont de moins en moins convergentes; mais elles 

le sont plus que la série proposée (10). Par exemple, #=j donne les 
résultats suivants : 

i—GW!)-(ïr+ 

?='+hîh;)* + 



•^'+5-©'+®'+. 



7 n 32 



TRANSFORMATIONS DB SECONDE ESPÈCE. 

205. Dans le chapitre précédent, nous avons développé plusieurs 
fonctions suivant les sinus ou les cosinus des multiples de la variable. 
Nous allons retrouver quelques-uns de ces développements, et en ob- 
tenir de nouveaux, en supposant que la variable ait la forme pe*'"" 1 . 
Les résultats auxquels nous arriverons par cette voie mettront en évi- 



O Suit, dans les séries (11), (12), o?=|; on trouve 



5 /5\* /5\» 



ce qui est exact. Mais la seconde série est beaucoup moins convergente que la première. 
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dence une partie des secours que l'analyse mathématique peut at- 
tendre de l'emploi des imaginaires (*). 
206. Lemmes : 

e= fc ^ zr =cos x±V^\ sin x ("). 




t g (^=r)=! ((H . r ^. 

207. Problème XXXIIL Développer, suivant les sinus et les co- 
sinus des multiples de <#>, la fraction 



Solution. La formule 

J——\+x+x*+x*+ 

1 — X 

trouvée en supposant #'< 1, subsiste quand x devient imaginaire, 
mais que son module est inférieur à l'unité (***). Par conséquent, pour 
toute valeur du module p, moindre que l'unité, on a 

i- ^ = 1 +p^ v ^+pv toV ^+p 3 ^ v/irr + 

ou 

îz^veï =2 V( cosn <» + ^^ sin *•)• w 

208. La formule (1) serait à peu près inutile, si nous ne mettions 

son premier membre sous la forme A+B/ — 1. Or, 

* l—pe— V^* 1— p(cosa— v^î sincù) ^ 

1_ ^V=i— i _ p^v^î-^e—V^+p» — 1— 2pcos«-H P * ' 

(*) MM. Briot et Bouquet ont publié récemment, dans le Journal de l'École polytech- 
nique, un mémoire intitulé : Étude des fonctions d'une variable imaginaire. Nous regret- 
tons que l'exiguïté du cadre dans lequel nous avons dû nous renfermer nous ait empêché 
de rien emprunter à ce beau travail (septembre 1858). 

(**) Nous rappelons que ce lemme, dont les autres sont des conséquences immédiates, 
renferme la formule de Moivre (114). 

(***) C'est ce qu'il est facile de démontrer.; 
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donc 

i-pcos» =1+pCOS&)+p t ( , os2&)+p » CO s3 &)+ ( A ) 

- — P slnfl> = p3in&)+P > 3in2o)+p > sin3a)+ (B) 

Ces formules ne diffèrent pas de celles que nous avons trouvées dans 
le Chapitre VI (Probl. XXIII), par un procédé beaucoup moins simple 
que celui-ci. 

209. Problème XXXIV. Développer la fonction e^ V "\ 
Solution. Si, dans la formule (E) du n° 112 : 

(r — l ^i ^1.2^1.2.3^ 

on remplace x par p« wv/ ^=p(coso)+l^ — lsinw), on trouve 

^(cosco+>^^8inc û ) =1 2"_?l_ (2) 

Mais 
^(cosonV^lBin W )_^co 8 ai ^rrun » = <»p C08 *>[ C os (psin &>) 4-l/^ï sin (p sin «)] ; 

donc la formule (2) se partage en 

e? c08w cos( f sin<o)==l+Jcosw+^cos2(o+ ï -|^cos3«+ , (C) 

cP C0,w 8in(p8inw)= Jsin w +^9in2»+ î -|-gSin3 w + (D) 

210. B«mar jtmcs. I. DaDS ces équations, le module p peut être 
quelconque, parce que les séries (B), (C) sont toujours conver- 
gentes (49). Si l'on remplace p par »/— 1 (*)» le premier membre 
de la formule (C) devient 

e V-i co 8 <* cog (y_ t sin w ) = [ CO s (cosw) +K — 1 sin (cos ©)] 1 ; 

donc 

lysine» , -sin <o Wos / cos N_ 1 _£^.£^ COS^ (p v 

|(6 +« jCOS^COSwJ— 1— 12 -r 1#2 3 # 4 1.2.3.4.5.6^ w 

*,.!«,> «Wwtv • / \ coso COS 3» , COS 5» p,\ 

J(d— +•— )SIU (COS »)=-tj- ÏX3+ Ï^3X5 - ^ 



(•)" Cette hypothèse est en contradiction avec la définition môme du module. Néan- 
îns. les résultats auxquels nous allons arriver sont exacts, ainsi que l'on peut s'en 



moins, les résultats auxquels nous 
assurer par une vérification à posteriori 
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De même, la formate (D) conduit à 

4 / sin« .:„m\ • / \ sin 2» sin4u . sio6o> /^ N 

-(. «_ e — )»,n(cos M )= — -j^^+^3^^- (G) 

I / sinu —Aatù\ i \ 8Î° tt SÎIlSw , sin5« /ttX 

-(/"-. -"-JcosCcoSa,)^:^ — h-j—^- (H) 

II. La combinaison des quatre dernières formules donne encore 
ces résultats remarquables : 

£» in »co3(cofl^— 1 l sip * co * 2 * cos5ft> i C084tt -h sin5 " — p m 

# COS(COSG>)_l-h— —-j^+jj^+jj^— [I) 

A ntù . / v cos» . sin2û> cos3o sin4» , cos&» , /irX 

e">n(cos u ) = _+_~_- î ^+ ^+ (K) 

211. Problème XXXV. Développer les fonctions sin (pe*^- 1 ), 
cos(pe w v^). 

Solution. Les formules 

a; a?* , a? 

8IDaj =ï— ï^+O^T?-"'. 

COS^l-j-g + j-^- 

donnent 

sin (p« toV/Zr )=2 "(— W"" 1 !/ 308 ( 2n + !) w +» /= îsin (2n +1)»], 

cos (p« wwcr )=2 W (-" 1 ) n P 2 " [** 2ww + ^---î 8in *■»]• 

II reste à transformer les premiers membres. Or, 

sin (pe wv/C:ï )= sin (p cos«+ / — 1 p sin &>) 
=sin (pcoso))cos (f/ — lpsin o>)-f-cos (p cos w)sin (^ — lpsin w)j 

^sin(pcos w )(«e 8inw +e-^^ 

cos (pe wv/=ï ) = cos (p cos co + f/ — 1 p sin o>) 
= cos (p cos w) cos (K — lp sin w)— si n (p cos w) sin (K— 1 p sin &>) 
=£Cos(pcos w )(ee 8iûtt +^^^ 

Donc 

i(eP s » w +e ^ 8inw )sin(pcos«)==Jcos w — ^€0830)4- , (L) 

9 
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i ( e p «» «* — c -e »»» «-) cos (pcoe «)= J cos « — ^-^ cos 3w + (M) 

l^ P .iD» +e -fd»^ 0O9 ( pCûaû) )- = i_iLco92< a -f- , (N) 

* ( e f »i» •__«-? *""»)«n ( p cos a) = £|iin 2u— j^j-sin 4u+ ; (P) 

puis 

eP ,ln< *8in(pco8w)=|co8w+j^sin2»— j^cosSw— , (Q) 

«P ,toM co8(pco8(a)=H- tsin»— ^ cos2u— ; (R) 

etc. _ 

212, ProbiAmb XXXVï, Développer la fonction J(l+p« wV/ -'). 
Solution. En opérant comme dans les problèmes précédents, on a 

d'abord 

Z(l+p*" v<=î )=2"(— l)"" 1 ÇCcqsnw+^^îsin nu] ; 
puis, si l'on suppose 

l(l+pe u * /ZI )=A+Bl^ï : 
l+p(cosû)+^^Tsin w)=c*(cosB+l / — 1 sinB) ; 
À^KH^pcosu+p*), B=arct gi ^~;; 

i/(i+2pcos6H^)=|cos<»— |-cos2m+|-cos3<»— ~eos4«+...., ( s ) 

arct g_l£i£^_=^sin«o- p lsin2«o4-Çsîn3o>--fsin4u>4- (T) 

Ces formules ont été trouvées dans le Chapitre VI (Probl. XXI). 

213. Problème XXXVII. Développer la fonction arc tg (pe wv/::r ). 
Solution. On a 

arctgtpe^^^-ir-'Steos^^ 
Soit arctg(pcoso)+^^ïpsinw)=A+Bl/— 1; 
alors arc tg (p cos.«— y — 1 p sin <o)= A— B V — 1 ; 
puis 
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La dernière équation donne 

On a donc, au lien du développement ci-dessus : 

S arct g-T r = 7COS<D — *=cos3g> + £cos5<o— , (U) 

z 1— p 1 o o 

1 .H^psincw+p* p . p* . « , p* . r ,, tX 

4 1— 2psin<H-p 1 3 o v ' 

ainsi qu'on Ta trouvé précédemment (180, I). 

214. Problème XXXVIII. Développer la fonction 

arc sin (cosco + Y~— 1 sin <o). 

Solution. La formule (D) du n° 142 : 

.lœ» ,1.3a! 8 , 1.3.5 x 1 , 

arcsin#=g-4 1- h 

^2 3 ^2.4 5 ^2.4.6 7 T 
devient d'abord 

arc sin (cosco+y^ïsinto) (3) 

^"iSi^i^t 009 (2»-l)-+»/=îsin(2»-l)«o]. 
Soit 

arcsin(cosco-fV — 1 sin<i>)=A+B/ — 1, 
ou 

cosw+yUïsiri w=sin (A+B|/^ï). 
On conclut aisément de cette équation : 

2eoscD=(e B +e- B )sin A, 2sinc*>=(e B — e~ B )cos A ; 

puis 

cos* w sin* & 

sin» A cos*A ' 

et enfin 

cos As^sinw^ sinA=Kl— sin<o, B=/(^l +sin to-f-K sinto). 
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Ces valeurs, substituées dans l'équation (3), la décomposent en ces 
deux-ci : 

arc cos(J // sinû))=cosw -kr-=- cos 3»+ s-r-zCOs5&>+ , 

x • z.3 z.4.5 ' 

Z[i^l+sinw4-' / sinw]==sinû>4-5i:sin 3w+r-^gSiQ5û)+ ; 

d'où Ton en pourrait tirer beaucoup d'autres. 



FIN. 



